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Vorwort. 



Fast (Ireifsig Jahre siml vergaiiifeii, seitdem durch die Vev- 
iiffentlieliung von KiemaiiHS Prohc Vorlesung und durch das Er- 
scheinen von Helmholtz' AbhandluDg, Uhcr die Tliatsaclien, die der 
Geomck-ie su Gitauh liegen das liaumproblem und damit auch die 
Paralle leufrage Gegenstaud eines allgemeinen und nachhaltigen Interesses 
geworden ist. Ungefähr am dieselbe Zeit wurde bekannt, dafs Gaufa 
schon sehr früh die Möglichkeit und die Berechtigung einer Geometrie 
erkannt hatte, die vom Parallelenaxiome unabhängig ist, und es wurden 
die Schriften von Lobatschefskij und Eolyai, in denen diese Geo- 
metrie ihre systematische Entwiekelung gefunden hatte, der Vergessen- 
lieit entrissen, 

Gaufs, Lobatschefskij und Bolyai galten nunmehr als die 
Schöpfer der nicht euklidischen (.ieomotrie, deren weitere Ausbildinig 
und tiefere Begründung von Riemann und Helmholtz angebahnt 
worden war. 

Es mufste daher ein gewisses Aufsehen erregen, als im Jahre lS8fl 
Herr Beltrami dai^auf hinwies, dafs bereits 11?>?> ein italienischer 
Jesuit, Girolamo Saccheri, bei dem Versuche, die fiaifte Forderung 
Euklide LM. beweisen, zu einer Kj^ihe von Sätzen gelangt war, die 
man bis dalim Lobatschefskij und Bolyai zugeschrieben hatte. 
Indes, so meikwürdig diese Entdeckmig auch war, eine so verein- 
zelte Eiftcheinung koimte doch nur den \\''ert einer Kuriosität liaheu. 
Allerdings kam mir schon damals der Gedanke, ob nicht vielleicht 
Saccheris lEttcliden nb omni naeoo rnndkatiti als ein tilied in der Kelte 
einer geschichtlichen Eritwickelimg anzuseilen sei, sodafs also das 
Grundgesetz der Stetigkeit auch bei der Entstehung der nicliteuklidi- 
sehen Geometrie seine Geltung behalten habe. Aber erst einige J<ihre 
später zeigte mir ein glücklicher Zufall, dafs meine VeiTnutimg ge 
rechtfertigt gewesen war. 

Untersufhnngen i'iiter ilie ältere (ieschichte der FUichenibeorie 
waten die Veranlassung, dai's ich im Januar 1893 eine der älteiten 
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IT Vorwort. 

mathematischen Zeitschriften in die Hand nahm, das wenig bekannte 
Magasin für die reine und angewandte Mafhematik, das J. Bernoulli 
und 0. F. HindenLurg von 1786 bis 1789 hei-ausgegeben haben. 
Tn dem ersten Jahrgange erregte eine Theorie der ParallelUnien von 
Johann Heinrich Lambert meine Aufmerksamkeit, und die genauere 
Prüfung führte zu dem überraschenden Ergebnis, dafs Lambert als 
ein bisher übersehener Vorgänger von Gaufs, Lobatschefskij und 
Bolyai anzusehen sei. 

Hierdurcli ermutigt, begann ich die Entwickelung der Parallelen- 
thüorie genauer zu studieren, und da auch meine weiteren Nach- 
forschungen von Erfolg begleitet waren, konnte ich im Januar 1894 
den Plan fassen, von den älteren Arbeiten über die Parallelentheorie 
die wichtigsten, die von Euklid, Wallis, Saccheri, Lambert und 
Gaufs neu herauszugeben und diese JJrhmdm durch einen verbinden- 
den Text zu einer Vorgeschichte der niditeuklidischen Geometrie zu ver- 
einigen. Während der Drucklegung des Buches kam eine wesentliche 
Ergänzung hinzu: es gelang mir, Genaueres über die Untersuchungen 
von Sehweikart zu ermitteln, und dabei stellte sich heraus, dafs ein 
Neffe Schweikarts, ein gewisser Taurinus, schon 182fi, demnach 
früher als Lobatschefskij und Bolyai, eine nidit&iMMiscIie Trigo- 
nometrie durch den Druck veröffentlicht hatte. 

Von der Entdeckung der Lambertschen Abhandlung hatte ich 
bereits im Februar 1893 meinem Freunde Friedrich Enge! in Leipzig 
Mitteilung gemacht, der ihre Wichtigkeit sogleich zu würdigen wufste, 
und durch seine Vermittelung war Lambert in der Vorrede zu 
dem dritten Bande von Lie's Theorie der Traiisfarmationsgruppm 
(Leipzig 1893, S. X — XI) erwühnt worden. Jetzt gelang es mir, 
Engel zum Mitarbeiter bei der Durchführung meines Planes zu ge- 
winnen. In gemeinsamer Arbeit sind so die Übersetzungen aus 
Euklid, Wallis, Saccheri und Taurinus entstanden, die hier 
mitgeteilt werden. Dagegen übernahm ich die Besehaifung und Sich- 
tung des geschichtlichen Materials sowie die Zusammenstellung des 
Litteraturverzeichnisses. Ebenso bearbeitete ich zu den einzelnen Ab- 
schnitten die Einleitungen, deren endgültige Fassung dann von uns 
beiden in regem mündlichen und schriftlichen Gedankenaustausche fest- 
gestellt wurde. 

Das Vorhergehende dürfte schon deutlich zeigen, was, vom 
mathematisch-historischen Standpunkte aus betrachtet, dieses Buch be- 
zweckt. Es soll nicht eine Geschiclite der Parallelentlieorie sein; an 
ein so weitschichtiges UnternHimen, bei dem allein die Kanimlnng 
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Vorwort. V 

und Durcharbeitung der Litteratur viele Jahre kosten würde, hahen 
wir uns nicht gewagt. Nur einen Beitrag <iazu wollen Engel 
und ich gehen, indem wir die älteren Untersuchungen über die Pa- 
rallelentheorie darauf hin betrachten, in wie weit sie für die nicht- 
eulvlidische Geometrie von "Bedeutung sind. Wir sind uns freilieh wohl 
bewufst, dafs auch unter dieser Beschränkung von uns nichts Ab- 
geschlossenes gegeben wird. Haben meine systematisch betriebenen 
Nachforschungen, denen eine Reihe glücklicher Zufälle zu Hilfe kam, 
ein unerwartet günstiges Ergebnis gehabt, so bleibt doch in der Vor- 
geschichte der niehteublidi sehen Geometrie vieles in Dunkel gehüllt; 
insbesondere ist der Abschnitt über Carl Friedrich Gaufs, nicht durch 
unsre Schuld, recht dürftig -ausgefallen. 

Für nicht weniger wesentlich halten wir einen zweiten Gesichts- 
punkt, von dem aus wir unser Buch betrachtet zu sehen wünschen. 

Wenn immer mehr anerkannt wird, in wie hohem Mafse gerado 
bei den feinsten Untersuchungen der neueren Mathematik das tiefere 
Verständnis durch die geschichtliche Betrachtungsweise gefördert 
wird, so trifft das ganz besonders bei der nichteuklidischen Geometrie 
zu. Wir sind überzeugt, dafs das Eindringen in diese beim ersten 
Anblick so paradoxen, dem gesunden Menschenverstände seheinba.r so 
widerstrebenden Gedanlfenbildungen durch nichts mehr ei-leichtert 
wird, als wenn man ihrer geschichtlichen Entwickelung nachgeht, 
wenn man verfolgt, wie die Emancipation von Euklid durch jahr- 
hundertelange Arbeit vorbereitet wird, und wie sich dann die neuen 
Ideen mit unwiderstehlicher Gewalt fast gleichzeitig an räumlich weit 
entfernten Orten Europas Bahn brechen. 

In engem Zusammenhange hiermit steht ein weiterer Zweck, dem 
unser Buch dienen soll. 

Wer sich über das Wesen der nichteuklidischen Geometrie Klar- 
heit verschaffen wollte, befand sich bisher in einer recht schwierigen 
Lage: fast alle Arbeiten über diesen Gegenstand setzen erhebliche 
Vorkenntnisse auf den verschiedensten Gebieten der neueren Mathe- 
matik voraus, und da, wo die Anforderungen in dieser Beziehuno' 
geringer sind, wie bei Lobatschefskij und bei Bolyai, erschwert 
die Art der Darstellung das Verständnis. 

Unter diesen Umständen dürfte unser Buch namentlich denen will- 
kommen sein, die in den Gedankenkreis der nichteuklidischen Geo- 
metrie einzudringen gewillt sind, denn die Abhandlungen von Wallis 
Saccheri und Lambert sind einem jeden verstäudhch, der über die 
elementarsten Vorkenntnisse verfügt, und, was die Darstellung betrifft 
so zeichnet sich Saccheris Emiiäes oJi mini imem muUmt^is durch 
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eins J wahrhaft klttöaische Vollendung aus, während bei Lamberts 
Theorie der ParaUellinmt, einem tief eindringenden Versuche dieses 
scharfsinnigen Denkers sieh über die Parallelenfrage Rechenschaft zu 
geben, die Frische und Natürlichkeit der Ausdrucksweise an Leon- 
hard Eni er erinnert. Gröfsere Anforderungen an den Leser stellt 
Taurinus; hier ist zum vollen Verständnis die Bekanntschaft mit 
den Elementen der höheren Analjsis erforderlieh. 

Haben wir .uns bis jetzt an die Maihemat^er gewendet, so möchten 
wir doch auch die FJiiloäOphm auf miser Buch aufmerksam machen, 
denn die Paiallelentheoiie steht mit verschiedenen philosophischen 
Grundproblemen in enger Verbindung, sU-eift doch, wie Gaufs sich aus- 
druckt, der Fragepunkt anmittelbai an die Metaphi/btJ Iieihch haben 
wir darauf verzichtet, m diesem Buche, das zunächst tui mathema 
tische Leser bestimmt ist, auf den oft leeht nahe hegenaen Zusammen 
hang der Untersuchungen über Paidllelentht jiie mit den philosophi 
sehen Fragen ihrer Zeit einzugehen Immtihm glauben wu, d\fs 
unser Buch dem Philosophen mancherlei Anregung zu weiteren Unter- 
suchungen bietet, und möchten in dieser Hinsicht etwa auf die Be- 
ziehungen au dem Probleme des Unendlichen hinweisen, sowie den 
unverkennbaren Ernhula der Kantischen Philosophie (Kritik der reinen 
Vernunft 1781) auf das Wie der erwachen des Interesses für die Grund- 
lagen der Geometrie und damit auch für die Parallelentheorie betonen. 

öchliefslich müssen wir der Untcrstüt/ung gedenken, die uns bei 
itnsrer Arbeit von verschiedenen 8eiten zu teil wurde. Es ist nus 
nicht möglieh, an dieser Stelle allen denen jiamentlieb zu danken, die 
uns durch freundliehe Auskunft auf unsre Anfragen, durch wertvolle 
geschichtliche Mitteilui^en, durcli Überlassung von uns sonst unzu- 
gänglichen Büchern verpflichtet haben, und wir müssen uns darauf 
beschränken, hier folgende Herren zu nennen. 

Dem Direktor der BibHoteca Estense in Modeua, Herrn A. Porti, 
verdanken wir eine Abschrift von Aufzeichnungen, die ein Freund 
und Ordensbruder Saecheris über dessen Leben und Werke gemacht 
hat; durch diese Aufzeichnungen werden die spjirlielien gedruckten 
Nachrichten über Sacclieri, die vcir ermitteln konnten, wesentlich ei'- 
gänzt. Herr Pastor A. Fürer in Merseburg, ein Stiefbioider des 'l'au- 
rinus, hat uns zwei Briefe von öchwoikart an Taurinus, sowie 
einen Brief von Gaufs an Taurinus zur Ver offen tlichmig lllterlassen. 
Er hat uns auch auf die Elenientn di's Taurinus aufmerksam ge- 
macht, die bis dahin ganz unbekannt gebliebeo waren. Herr Bau- 
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meister Fr. Sclimidt in Budapest stellte uns wichtige Mitteilungen 
über die beiden Boljai, sowie über Scliweikart zur Verfügung, 
Herr Prof. A. Wassiljef in Kasan solebe über Lobatacliefskij. 
Endlicb hat Herr Dr. Wiegner in Leipzig aus reinem Interesse für 
die Sache sieb der grofsen Mühe unterzogen, für den Neudruck eine 
genaue Abacbriffc von Lamberts Abhandlung anzufertigen. 

An der Drucklegung des Werkes haben Engel und ich in 
gleichem Mafse mitgewirkt. Wir liefsen uns dabei Ton den Grund- 
sätzen leiten, die Engel bei der Herausgabe von H. Grafsmanns 
Gesammelten iruxßiematisclien und physUccdischen Werken befolgt. Man 
findet also bei den Abhandlungen, die wir mitteilen, die Seitenzahlen 
der uraprüngliehen Ausgaben am Kau de angegeben. Ebenso sind 
unsre Zusätze im Text durch Einschliefsen in eckige Klammem 
kenntlich gemacht worden. Die ursprünglichen Leearten von Stellen, 
an denen eine Änderung des Textes notwendig erschien, findet man 
jedes Mal am Schlüsse der betreffenden Abhandlung zusammengestellt. 
Im Hinzufügen erläuternder Anmerkuogen sind wir sparsam gewesen. 
Es wäre freilich leicht gewesen, an vielen Stellen auf Grund der Ein- 
sichten, die man den neueren Untersuchungen über die nichteuklidische 
Geometrie verdankt, Kritik zu üben; uns schien jedoch, dafs solche 
Bemerkungen, wemi sie nicht sehr ausführlich sind, den Anfänger nur 
verwirren können, während sie für den Kenner überflüssig sind. Da- 
gegen haben wir uns nach Kräften bemüht, dem Leser das Zurecht- 
finden in dem Buche zu erleichtern, und hoffen, dafs die ausführlichen 
.Angaben an den Köpfen der Seiten sowie das Auto renverze ich] lis am 
Ende des Buches als zweckmafsig anerkannt werden. 

Herrn Dr. A. Gutzmer in Berlin siiid wir für si^ine freuiullicln' 
Beihilfe bei der Korrektur zu Dank verpflichtet. 

Wir können nicht schliefsen, ohne der Verlagsbuclihanillung 
B. G. Teubner imsem Dank dafür auszusprechen, dafs sie alle unsre 
Wünsche in Betreff der Ausstattung des Buches aufs bereitwilligste 
erfüllt hat. Besonderen Wert legen wir darauf, dafs wir die zahl- 
reichen Figuren in den Text aufnehmen konnten, obwohl es notwendig 
wurde, einzelne Figuren drei, ja vier Mal zu wiederholen; ebensfj 
freuen wir uns, dafs wir dem Boche einen bisher unbekannten Brief 
von Gaufs in getreuer Nachbildung beigeben ki'miieu. 

Halle a. S., im Jani 1895. 

Pani Stäekel. 
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Die Geschiclite der ParaUuIenthcorie beginnt mit den Griechen 
oder genauer mit Euklid, denn erst die Griechen haben die Mathematik 
zu dem Range einer Wissenschaft erhoben, indem sie nicht nur den 
mathematischen Kenntnissen, die ihnen von den Ägyptern überkommen 
waren, viel Neues hinzufügten, sondern auch vor allem das mathe- 
matische Beweis verfahren in seiner vollen Strenge ausbildeten und die 
einzelnen Sätze zu einem zusammenhängenden Ganzen vereinigten. 
Euklids Elemente stellen uns das endgültige Ergebnis dieser jahr- 
hundertelangen Ent Wickelung dar. 

Für die Parallelentheorie kommt nur das erste Buch der Elemente 
in Betracht. Beim ersten Anblick erscheint es als eine willkürliche 
Zusammenstellimg von Lehrbatzen und Aufgaben, aber, bei tieferem 
Eindringen zeigt sich, dafs man es mit einem wohldurchdachten Systeme 
zu thun hat. Es ist kein Zufall, dafs die ersten achtundzwanzig Sätze 
von der fünften Forderung, dem sogenannten Parallelenaxiom, durchaus 
unabhängig sind, und dals dieses erst beim Beweise des neunund- 
zwanzigsten Satzes emtritt, es ist kein Zufall, dafs der Aufsenwiokel 
des Dreiecks au zwei Stellen behandelt wird: zuerst, in Satz IG, wird 
nur gezeigt, dafs er gröfser ist als jeder der beiden ihm gegenüber- 
liegenden inneren Winkel, und erst später, in Satz 32, stellt sich 
heraus, dafs der Äufsenwinkel der Summe jener beiden inneren Winkel 
genau gleich ist. 

Diese Anordnung berechtigt zu dem Schlüsse, dafs Euklid die 
in der Parallelentheorie verborgene Schwierigkeit sehr wohl durch- 
schaut hat. 

Als Euklid Sätze beweisen wollte, vrelehe die geometrische An- 
schauung unmittelbar liefert, zum Beispiel das Vorhandensein vou 
Rechtecken, reichten die Grundsätze und Forderungen nicht mehr aus, 
die für die ersten achtundzwanzig Sätze genügt hatten; er führte deshalb 
eine neue Forderung ein, seine fünfte: 

Wenn eine Gerade zwei Gerade trilit und mit ihnen auf der- 
selben Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner sind als 
zwei Rechte, so sollen die beiden Geraden, ins Unendliche verlängert, 
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4 Einleitung znm ersten Buche 

schliefslich auf der Seite zusammentveffen, auf ü&t die Winkel Kegen, 
die zusammen kleiner sind uls zwei Rechte. 

Es gehörte ein gewisser Mut dazu, eine solche Forderung neben 
den andern, so überaus einfachen Grundsätzen und Forderungen aus- 
zusprecheUj und es ist daher erklärlich, dafs man schon im Altertum 
Versuche machte, ein folgerichtiges System der Geometrie in ein- 
facherer Weise aufzubauen. Über diese Versuche hat uns Proklos in 
seinem Kommentar zum ersten Buche der Euklidischen Elemente aus- 
führlich berichtet. Er machte selbst einen Versuch, indem er vorsehlug, 
man solle Euklids Erklärung der parallelen Geraden aufgeben und die 
beständige Gleichheit des Abstandes als charakteristisches Merkmal be- 
nutzen. Freilich hat im Altertum keiner dieser Versuche, die im 
Grunde die fünfte Forderung nur durch eine andere, auch nicht ein- 
fachere ersetzen, die Euklidische Darstellung zu verdrangen vermocht. 

Wenn wir im folgenden das erste Euch der Elemente bis zum 
zweiunddreifsigsten Satze im Auszuge mitteilen, so geschieht dies nicht 
nur, weil die ganze weitere Entwickelung der Parallelentheorie auf 
dieser Grundlage beruht, sondern auch aus einem äufseren Grunde: 
die älteren Schriftsteller, zum Beispiel Saccheriund Lambert, setzten 
euklidfeste Leser voraus und durften das, man kann sie daher nicht 
lesen, ohne die Elemente oder wenigstens das erste Buch zur Hand 
zu haben. 

Wir hielten es för das Beste, keine der älteren Euklid-Über- 
setzungen zu benutzen, vielmehr haben wir uns möglichst er^ an den 
griechischen Test angeschlossen, wie er in Heibergs neuer aus- 
gezeichneter Ausgabe vorliegt. Das ist insofern von Bedeutung, als 
gerade beim ersten Buche die Überlieferung des Textes schwankend 
ist. Wir folgen Heiberg auch in der Beziehung, dafs wir von der 
fünften Forderung, nicht vom elften Axiom, sprechen, und dafs wir 
diese Forderung nicht für einen späteren Zusatz halten. 

Die Beweise der Sätze haben wir nur dann mitgeteilt, wenn sie 
entweder von den gegenwärtig üblichen erheblich abweichen, oder für 
das Verständnis der Euklidischen Parallelentheorie unentbehrlich sind. 
Mit dem zweiunddreifsigsten Satze brechen wir ab, weil die folgenden 
Sätze für unseren Zweck nicht in Betracht kommen, wollen aber noch 
bemerken, dafs die Entwickelungen des ersten Buches der Elemente 
in dem pythagoreischen Lehrsatze (Satz 47 und 48) ihren Ziel- 
punkt haben. 
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Euklids Elemente. 

Erstes Buch. 
ErklärTiiigtii. Porrterungen. dm ml Sätze. Satz 1—32. 

Erklärungen. 

1. "Was keine Teile hat, ist ein Punkt, 

2. Eine Länge ohne Breite ist eine Linie. 

3. Die Enden einer Linie sind Punkte. 

4. Eine Linie ist gerade, wenn sie gegen die in ilu- befind- 
lichen Punkte auf einerlei Art gelegen ist. 

5. Was nur Länge und Breite hat, ist eine Flüche. 

6. Die Enden einer Fläche sind Linien. 

7. Eine Fläche ist eben, wenn sie gegen die in ihr befindlichen 
Geraden auf einerlei Art gelegen ist. 

8. Ein ebener Winkel ist die gegenseitige Neigung zweier 
Linien, die sich in einer Ebene treffen, ohne in einer geraden Linie 
zu liegen. 

9. Sind die den Winkel ein schliefs enden Linien gerade, so heifst 
der Winkel geradlinig. 

10. Wenn eine Gerade, die auf einer anderen errichtet ist, zu 
beiden Seiten gleiche Winkel bildet, so ist jeder der beiden gleichen 
Winkel ein Rechter, und die errichtete Gerade heifst senkrecht zu 
der, auf der sie errichtet ist, 

11. Stumpf ist ein Winkel, der gröfser ist als ein Rechter. 

12. Spitz aber einer, -der kleiner ist als ein Rechter. 

13. Das Ende eines Dinges bildet dessen Grenze. 

14. Was von einer oder von mehreren Grenzen eingeschlossen 
wird, ist eine Figur. 

15. Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen Linie einge- 
schlossene Figur, bei der die Geraden, die sich nach ihr von einem ge- 
wissen Punkte innerhalb der Figur erstrecken, alle einander gleich sind. 



y Google 



Kultlids Elemente, Buch I. — Erlililrungen, Furderungen, 7 

16. Dieser Punkb wird der Mittelpunkt des Kreises geuanut. 

17. Durchmesser des Kreises ist jode durch den Mittelpunkt 
gezogene und auf beiden Seiten durch den Umfang des Kreises be- 
grenzte Gerade; diese halbiert den Kreis. 

18. Ein Halbkreis ist die Figur, die von einem Durchmesser und 
dem von ihm abgeschnittenen Bogen eingeschlossen wird. Der Mittel- 
punkt des Halbkreises ist derselbe wie der des Kreises. 

19. Geradlinige Figuren sind solche, die von geraden Linien 
eingeschlossen werden, mid zwar sind sie dreiseitig, wenn sie von 
drei, vierseitig, werm sie von vier, vielseitig, wenn sie von mehr 
als vier Geraden emgeschloasen werden. 

20. Unter den diesseitigen Figuren ist ein gleichseitiges 
Dreieck du, mit diei gleichen Seiten, ein gleichschenkliges 
Dreieck die mit nur ^wei gleichen Seiten, endlich ein ungleich- 
seitiges die mit drei ungleichen Seiten. 

21. Unter den dreiseitigen Figuren ist ferner ein rechtwink- 
liges Dreieck die mit einem rechten Winkel, ein stumpfwinkliges 
die mit einem stumpfen Winkel, endlieh ein spitzwinkliges die mit 
drei spitzen Winkeln 

22. Unter den vierseitigen Figuren ist ein Quadrat eine solche, 
die gleichseitig und rechtwinklig ist, ein Rechteck eine solche, die 
rechtwinklig, aber nicht gleichseitig ist, ein Ehombus eine solche, 
die gleichseitig, aber nicht rechtwinklig ist, ein Rhomboid eine 
solche, deren gegenüberliegende Seiten und Winkel gleich sind, die 
aber weder gleichseitig noch rechtwinklig ist. Alle übrigen vier- 
seitigen Figuren sollen Trapeze heifsen. 

23. Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene Hegen 
und, nach beiden Seiten ins Unendliche verlängert, auf keiner Seite 
zu sammentr offen . 

Forderungen. 

1. Es soll gefordert werden, dafs sich von jedem Punkte nach 
jedem Punkte eine gerade Linie ziehen lasse. 

2. Femer, dafs sich eine begrenzte Gerade stetig in gerader Linie 
verlängern lasse. 

3. Femer, dafs sich mit jedem Mittelpunkt und Halbmesser ein 
Kreis beschreiben lasse. 

4. Femer, dafs alle rechten Wuikel einander gleich seien. 

5. Endlich, wüiui eine Gerade zwei Gerade trifft und mit ihnen 
auf derselben Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner sind 
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8 Euklids Elemente, Buch t. 

als zwei Rechte, so sollen die beiden Geraden, ins Unendliche ver- 
längert, sctliefslich auf der Seite zusammentreffen, auf der die "Winkel 
liegen, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte. 



1. Dinge, die demselben Dinge gleich sind, sind einander gleich. 

2. FiSgt man zu Gleichem Gleiches hinzu, so sind die Sammeii 
gleieh. 

3. Nimmt man von Gleichem Gleiches hinweg, so sind die Reste 
gleich. 

7. Was zur Declrang mit einander gebracht werden kann, ist 
einander gleich, 

8. Das Ganze ist gröfser als sein Teil. 

[9. Zwei gerade Linien üchliefsen keinen Raum ein*).J 



1. 

Über einer gegebenen begrenzten Geraden ein gleichseitiges Dreieck 



An einen gegebenen Punkt eine einer gegebenen Geraden gleiche 
Gerade zu legen. 

3. 
Wenn zv?ei ungleiche Gerade gegeben sind, von der gröfseren 
eine der kleineren Geraden gleiche Gerade abzuschneiden. 

4. 
Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten der Reihe nach zwei Seiten 
gleich, und sind die von den gleichen Seiten eingeschlossenen Winkel 
gleich, so sind auch die Grundlinien gleich, und das eine Dreieck ist 
dem anderen gleich, und die übrigen Winkel, nämlich die gleichen 
Seiten gegenüberliegenden, sind der Reihe nach den übrigen gleich**). 



") [DiP Grundsätze 4 bih 6 und 9 luliren veiinutlich nicht von Buklid her.] 
■*■*) [Euklid hat gcwils LVaichtlich m dem ganzen ersten Buuhe den Begriff dei 
Bewegung nir bei dem Beweibe des ticten KongruenEsataes benutzt. Still 
schweigend mitht er hier ^ogar von dei Umlegung Gehrauch. Sollte ihm ent 
gai gen ein dafa hei dei Geometrie der Ehene zwischen Bewegung und Um- 
legung em weaentlicher Unteischied beetehti'] 
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Forderungen, Grucdsätze, ■ 



5. 

In jedem gleichschenkligen Dreieck sind die AViukel an der Grund- 
linie einander gleich, und verlängert man die gleichen Geratlen, so 
sind die Winkel unterhalb der Grundlinie einander gleich, 

[Da Euklid an dieser Stelle die Konstruktion des ji 

Lotes von der Spitze A des gleichscheakligea Dreiecks 
BAT auf die Grundlinie BF noch nicht gelehrt hat, 
verfuhrt er so: AB und AF werden um die gleichen 
Stücke BZ und FH verlängert, und es wird BH und FZ 
gezogen. Dann ist nach Lehrsatz 4 das Dreieck ABH f^sici 
Dreieck AFZ kongruent, also ZF gleich HB und der y "'\" 

Winkel ABH gleich dem Winkel AFZ. Hieraus folgt, / \^ 

dafs, wiedernachLehrsatEÄ, dasDreieokfHBdemDreieck ■^ ^ 

BZF kongruent, also der Winkel FBH gleich dem Winkel '"'' 

BFZ ist. Mithin ist auch nach Grundsatz 3 der Winkel 
ABF gleich dem Winkel AFS. Endlich folgt aus der Kongruenz der 
Dreiecke BFZ und FBH, dafa auch die Winkel unterhalb der Grund- 
linie BF gleich sind. 

Einfacher wäre es gewesen, Z mit B, H mit F zusammenfallen ■tu. 
lassen und zu sagen, dafs die Dreiecke BAF und FÄB kongruent sind.] 



6. 

Sind in einem Dreieck zwei Winkel einander gleich, 
50 sind auch die den gleichen Winkehi gegenüber- 
liegenden Seiten einander gleich. 

[Beweis: Es sei der Winkel ABF gleich dem Winkel 
BFA. Wäre AB gröfser als AF, so mache man AB gleich 
AF und ziehe JF. Dann wären nach Lehrsatz i die Drei- 
ecke ABF und AFB kongruent, was gegen Grundsatz 8 
verstöfst,] 




Sind von den Endpunkten einer Geraden nach einem Punkte 
aufserhalb zwei Gerade gezogen, so kann man nicht von diesen End- 
punkten aus nach einem anderen Punkte auf der- 
selben Seite jener Geraden zwei Gerade ziehen, die ji 
den ersten beziehungsweise gleich sind. 

[Beweis: Es sei AF^AA, BF = BA. Man /'' 

ziehe FJ. Dann ist nach Lehrsatz 5 der Winkel AAF /y 

gleich dem Winkel AFA, folglich nach Grundsat/. 8 ^ 
BAF grßfser als BFA. Andererseits ist aber, wieder ^ 
nach Lehrsatz 5, der Winkel BJF gleich dem Winkel 
BFA^ was unmöglich ist. 

Auf ähnliche Art wird der Beweis in dem von Euklid nicht ausdi'ücklich 
erwähnten Falle geführt, dafs A innerhalb des Dreiecks AFB liegt,] 
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Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten der Reihe nacli zwei Seiten 
gleich mid sind aufaerdem die Grundlinien gleich, so sind auch tlio 
Winkel gleich, die von gleichen Seiten eingeschlossen werden. 



Einen gegebenen geradlinigen Winkel zu halbieren. 



10. 



Eine gegebene begrenzte Gerade zu halbiereji. 



Aus einem gegebenen Punkte einer gegebenen Geraden eine Ge- 
rade unter rechtem Winkel zu ziehen. 



Auf eine gegebene unbegrenzte Gerade von eine 
Punkte auSj der nicht auf ihr liegt, das Lot zu fallen. 



13. 

Die Winkel, die eine Gerade mit einer anderen 
bildet, auf der sie steht, sind entweder beide rechte 
oder zusammen gleich zwei Rechten. 

[Beweis; Sind die Winkel einander gleich, so sind 
sie zwei Eeohte, Sind sie ungleich, so errichte man in 
B die Senkrechte EE. Mittelst der Grundsätze 1 und 2 
beweist man dann, dafs die Summe ¥on FBA und AB-d 
gleich der Summe von rSE und EBJ ist.] 



14. 
Gehen durch einen und denselben Punkt einer Geraden zwei nicht 
auf derselben Seite liegende Gerade, und bilden sie mit dieser Ge- 
raden Winkel, die zusammen zwei Rechten gleich sind, so liegen sie 
auf einer Geraden. 



15. 
Weim zwei Gerade einander schneidet 
bildeten Scheitelwinkel gleich. 



I sind die von ihnen gc- 
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1(3. 

Wenn man bei irgend einem Dreiecli eiiit^ rler Seiton veriringert, 
so ist der Anfseii winke! gröfser als jeder der beiden inneren gegenüber- 
liegenden Winkel. 

Das Dreieck sei ABT, und man Terlüngore eii 
bis ^. Ich behaupte, dafs der Äufsenwinkel AFJ griil': 
der beiilen inneren gegenüberliegenden Winkel PBA 
und BAr. 

Man halbiere AT in E, ziehe BE, verlängere es 
bis Z und mache EZ gleich BE. Man ziehe noch Z/', 
und Yerlängere AF bis H. 

Da nun AE gleich EE ist und BE gleich EZ, so 
sind die beiden Geraden AE und EB der Reihe nach 
gleich den beiden Geraden EE und EZ, und da die 
Winkel AEB und ZEJ" als Scheitelwinkel gleich sind, ^.^ ,/ 

so ist auch die Grundlinie AB der Grundlinie ZE gleich, 
lind das Dreieck ABE gleich dem Dreieck ZEF, und die beiden übrigen 
Winkel sind der Reihe nach den beiden übrigen Winkeln gleich, die niiiulich, 
die gleichen Seiten gegenüberliegen. Daher ist der Winkel BAE gleich 
dem Winkel EFZ. Nun ist der Winkel EEJ gröfser als der Winkel ErZ, 
folglich ist auch der Winkel AFA gröfser als der Winkel BAE. 

In ähnlicher Weise zeigt man nach Halbierung der Geraden BT", 
dafs der Winkel BEH grflfser ist als der Winkel ABF, das keifst, dafs 
der Winkel AFJ gröfser ist als der Winkel ABF*). 

17. 

In jedem, Dreieck sind irgend zwei Winkel zusammen kleiner als 
zwei Rechte. 

18. 

In jedem Dreieck liegt der gröfaeren Seite 
aucli der gröfeere Winkel gegenüber. 

[Beweis: Da AF gröfser als AB ist, so 
mache man AJ gleich AB und ziehe B^. Dann 
ist der Winkel A/tB gleich dem Winkel ABJ. 
"Nur ist, nach Lehrsatz 16, AAB gröfser als 
AFB. Mithin ist auch ABJ, also um so mehr 
ABF gröfser als AFB.] 

19. 

In jedem Dreieck liegt dem grÖfseren Winkel aneh die grÖfsere 
Seite gegenübei 

[Beweis mdurekt aus Sitz 5 und 18] 

*) [Bei dieserii BeweisP niid als ^elbstveret'Liiidlich. aDg-ertommen, dafs der 
Puttkt Z auf derselhen Seite der Geraden B F hegt wie dei- l'unkt J ; hierin steikt 
die von Euklid nicht auidrucklich auE^'oeprochene, wesentliche Voi 
dafs jede Gerade eme unendhi-he Lange hat ] 




y Google 




Kuklidü Elemente, Bucli I. 

20. 
In jedem Dreiecli sind irgend zwei Seiten zu- 

gröfser als die dritte. 
[■Beweis: Man verlängere BA um AT Vis A iiiid 
Kiehe AT. Dann ist, nach Lehrsatz 19, BA gröfser als 
Sr, also sind auch BA und AT zusammen grörser 
als Br.] 



21. 
Verbindet mim die Endpunkte einer Dreiecltsseite mit tineni Punkte 
im Innern des Dreiecks, so sind die Verbindungslinien zusammen kleiner 
als die beiden übrigen Seiten des Dreiecks zusammengenommen; da- 
gegen schliefsen sie einen grölseren Winkel ein. 
22. 
Aus drei Geraden, die drei gegebenen gleicli sind, ein Dreieck 
zu konstruieren; es müssen aber irgend zwei von ihnen zusammen 
gröfeer sein als die dritte. 

23. 
An eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte cineji gerad- 
linigen Winkel anzutragen, der einem gegebenen geradlinigen Winkel 
gleich ist. 

24. 
Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten der Reihe nach zwei Seiten 
gleich sind, und der Winkel, den die gleichen Seiten einschliefsen, in 
dem einen grofsor ist als in dem andern, so ist die Grundlinie in 
jenem gröfser als in diesem. 

25. 
Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten der Reihe nach zwei Seiten 
gleich sind, und die Grundlinie des einen gröfser ist als die Grundlinie 
des andern, so ist der von den gleichen Seiten eingeschlossene Winkel 
in jenem gröfser als in diesem. 

26. 
Wenn in zwei Dreiecken zwei Winkel der Reihe nach zwei 
Winkeln gleich sind, und eine Seite einer Seite gleich ist, nämlich 
entweder die an den gleichen Winkeln oder die einem der gleichen 
Whikel gegenüberliegende, so sind auch die beiden übrigen Seiten der 
Reihe nach gleich und der dritte Winkel dem dritten. 

[Der Beweis wird von Euklid für jeden der beiden Teile des Satzes 
besonders geführt. In der That besteht zwischen beiden ein wesentlicher 
Unterschied; Beim Beweis des zweiten Teiles kann nämlich der Satz 16, 
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vom Äursen Winkel, nicht entbehrt werden, WH.hrend der erste Teil, ehenso 
wie die ftüheren Kon gruenzs ätze, durchaus davon unabhängig ist.] 

27. 

Wenn eine Gerade, die zwei Gerade trifft, mit ihnen gleiche 
Wechselwinkel bildet, so sind diese Geraden einander parallel. 

Die Gerade EZ schneide die beiden Geraden AB und r^d und bilde 
die einander gleichen Wechselwinkel 

AEZ und EZJ. Ich behaupte, dafs ^ .g/ ^ 

die Gerade AB der Geraden FA / 

parallel ist. / 

Denn wären sie es nicht , so _ — ../ . 

träfen die Verlängerungen von AB / " 

und TA entweder auf der Seite von ^'^' ^^ 

B, A oder auf der Seite von A^ T zusammen. Es mögen ihre Verlänge- 
rungen auf der Seite von B, A im Punkte H zusammentreffen. Dann 
wäre in dem Dreieck UEZ der Aufsenwinkel AEZi gleich dem inneren, 
gegenüberliegenden Winkel EZif, was unmöglich ist. Folglich ti'effea die 
Verlang einin gen von AB und FA auf der Seite von B, A nicht zusammen. 

Auf ähnliche Art wird man beweisen, dafs sie auch nicht auf der 
Seite von A^ F zusammentreffen. Aber Gerade, die auf keiner Seite zu- 
sammentreffen, sind iiarallel. Also ist die Gerade AB der Geraden FA 
]>arallel. 

28. 

Wenn eine Gerade, die zwei Gerade trifft, mit ihnen entweder 
einen äufseren Winkel bildet, der dem inneren, entgegengesetzten, auf 
derselben Seite befindlichen Winkel gleich ist, oder innere Winkel 
auf derselben Seite, die zusammen gleich zwei Rechten sind, so sind 
diese Geraden einander parallel. 

29. 

Wenn eine Gerade zwei parallele Gerade schneidet, so bildet sie 
gleiche Wechselwinkel ; femer ist jeder äufsere Winkel dem inneren, 
entgegengesetzten gleich, und die inneren, auf 
derselben Seite liegenden Winkel sind zusammen \J,' 

gleich zwei Rechten. .A^___\S 3 

Die Gerade EZ schneide nämlich die parallelen V ' 

Gei-aden j^B und r.J. Ich behaupte, dafs sie gleiche \ 

Weohselwinkel AK® und B.&A bildet, dal's der ^-- —^ ^ 

iluTsere Winkel E-Hß dem inneren, entgegengesetzten \ 

K®A gleich ist, und dafs die inneren, auf derselben \^ 

Seite befindlichen Winkel BHQ nnd H&A zusammen '^' 

gleich zwei Rechten sind. 

Wenn nämlich, der W^inkel AHQ von dem Winkel HSA verschieden 
ist, so ist einer von beiden gröfser. Es möge AH& gröfser sein. Man 
füge zu beiden den Winkel BH® hinzu. Dann sind die Winkel AR® und 



y Google 



14 Euklids Elemente, Buch 1. — Sak 29—32. 

BH@ Kusammen grölser als BH& und H&^. Aber AH® xmA BH& 
sind zusaninjen gleich zwei ßeebten, mithin sind BH& und H&J zu- 
sammen kleiner als zwei Rechte. 

Werden aber zwei Gerade unter Winkeln, die kleiner sind als 
zweiEechte, ius ünendlielie verlängert, so treffen sie zusammen. 

Mithin werden AB und I"^, ins Unendliche verlängert, zusammen- 
treffen. Sie können jedoch nicht zusammentreffen, weil sie nach der Vor- 
aussetzung parallel sind. Folglich ist der Winkel AM@ nicht verschieden 
von dem Winkel H9A, also ihm gleich. 

Ferner ist der Winkel AH& gleich dem Winkel EHB, und deshalb 
auch der Winkel EHB gleich dem Winkel H&A, Man füge zu beiden 
den Winkel BH& hinzu, so sind EHB und BH@ zusammen gleich BH& 
vmd H9A. Aber EHB und BH@ sind zusammen gleich zwei Rechten. 
Mithin sind auch BH& und H&A zusammen gleich zwei Rechten. 



30. 
Gerade Linien, die derselben Geraden parallel sind, sind auch 
einander parallel. 

31. 
Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade paraUel zn einer ge- 
gebenen Geraden zu ziehen. 

[Geschieht mit Hilfe von Satz 23 und 27,] 

32. 
In jedem Dreieck ist, wenn mau eine seiner Seiten verlängert, 
der Aufsenwiukel gleich der Summe der beiden inneren, gegenüber- 
liegenden Winkel, und die drei inneren Winkel des Dreiecks sind zu- 
sammen gleich zwei Rechten. 

Es sei ABF ein Dreieck. Man verliiagere eine Seite, etwa BF, 

bis A. Ich behaupte, dafs der Aufsenwinkel AFA gleich den beiden 

inneren, ihm gegenüber liegenden Winkeln FAB «ad ABF 

Ä E ist, und dafs die drei inneren Winkel des Dreiecks, näm- 

/\ / lieh ABF, BFA und FAB gleich zwei Rechten sind. 

/ \ / Man ziehe nämlich durch den Punkt F parallel der 

/ \/ Geraden AB die Gerade FE. Da nun AB parallel 

B ji -j— FE ist, und diese Geraden von AF geschnitten werden, 

j, 'lO s nd die Wechselwinkel BAT und AFE einander 

gkii.h Da ferner AB paraRel FE ist, und diese Ge- 
iilen ^on BJ geschnitten werden, so ist der äufsere Winkel EFA gleich 
dem'mneien entgegengesetzten Winkel ABF. Es wurde aber bewiesen, 
ialb auch 4FE gleuh BAF ist. Deshalb ist der ganze Winkel AFA 
gleich den ihm gegenüberliegenden Winkeln BAF und ABF. 

Fugt man zu beiden AFB hinzu, so sind AFA und AFB zusammen 
gleich den diei Wmkeln ABF, BFA und FAB. Aber AFJ und AFB 
bii d /usamnen gleich zwei Rechten. Mithin sind auch ABF, BFA und 
l 4B zuaimmen j,leich zwei Rechten. 
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IfilC — 1703. 
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Nach dem Untergänge der antiken Kultur finden wir die ersten 
Sparen einer Beschäftigung mit Parallelentheorie bei den Arabern. 
Arabische Übersetzungen oder besser Bearbeitungen von Euklids 
Elementen hat ea in erheblicher Anzahl gegeben, und es fehlte auch 
nicht an Bemühungen, die fünfte Forderung zu beweisen. Elnflufs auf 
die spätere Ent Wickelung der Parallelentheorie hatte jedoch nur 
Nasir Eddin (1201—1274), dessen Eukhd-Bearbeitung 15Ö4 zu Rom 
in arabischer Sprache gedruckt worden ist. Eine lateinische Über- 
setzung der weitläufigen Betrachtungen Naair Eddins, die den Beweis 
der fünften Forderung bezwecken, findet man im zweiten Bande der 
Werke von Wallis, der sie 1651 an der Universität Olford öffentlich 
vorgetragen hatte; nach Wallis hat Saecheri 1733 eine kritische 
Darstellung dieses Beweis versuch es gegeben. 

Die lateinischen Euklidausgaben des 15. Jahrhunderts enthalten 
die fünfte Forderung ohne jede erklärende Bemerkung, und zwar als 
elftes unter den sogenannten Axiomen (den Grundsätzen), ein Gebrauch, 
der sich schon bei Proklos findet, der jedoch der Berechtigung ent- 
behrt, wie die von Peyrard im Jahre 1814 herausgegebene älteste 
der jetzt bekannten Euklid- Handschriften gezeigt hat. Im Jahre 1533 
erschien dann die erste griechische Ausgabe von Euklids Elementen 
mit dem beigefügten Kommentar des Proklos, und bald darauf gab 
Barozzi eine lateinische Übersetzung des Proklos. Das Verdienst, 
auf diesen ältesten uns erhaltenen Kommentar des Euklid aufmerksam 
gemacht zu haben, darf Petrus ßamus (1569) für sich in Anspruch 
nehmen; freilich war hei ihm das Interesse für Mathematik gröfser 
als die mathematische Befähigung. Neben ihm kommt der Deutsche 
Christoph Schlüssel, bekannt als Clavius, in Betracht, dessen 
Eukiidausgabe von 1574, die bis 1738 nicht weniger als 22mal ge- 
druckt worden ist, alles damals Bekannte zusammenfafste; Kästner 
hat sie die „Pandekten der Eleraentargeometrie" genannt. Clavius 
ersetzt die Euklidische Darstellung in einer Anmerkung durch eine 
andere; er sucht durch die Anschauung zii begründen, dals eine Linie, 
bei der jeder Punkt von einer gegebenen Geraden dieselbe Entfernung 
hat, wieder eine gerade Linie sein müsse. Dabei zeichnet er eine 
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18 Einleitung zu dem Wallia'schen Beweise 

Figur, die wir später bei Giordano da Bitonto (1680) und Sac- 
c.hori (1733) wieder antreffen werden. 

Mit dem Beginn des siebzehnten Jahrhunderts begegnen uns schon 
Veröffentlichungen, die aus schlief slich der Theorie der Parallelen ge- 
widmet sind: 1Ö03 erscheint Cataldi's Operetta delle linee rette equi- 
distanti et non equidistanti, und 1G04 Oliver of Bury's: De rectaruni 
liuearum parallelismo et concucsu doctriua geometrica; so weit wir 
sie kennen, enthalten diese Abhandlungen allerdings nichts wesent- 
lich Neues. 

Das Interesse für die Grundlagen der Geometrie war damals be- 
sonders in Italien und in England rege. In Frankreich hatte Ramus 
solchen Bestrebungen gegenüber geSufsert, es komme in der G-eometrie 
nicht darauf an, alles auf wenige Grundsätze zurückzuführen, vielmehr 
bedürfe, was an sich klar sei, keines Beweises, und diese Ansicht hat 
dort die Lehrbücher der Elementargeometrie faafc bis ans Ende des acht- 
zehnten Jahrhunderts beherrscht. Zum Beispiel geht Olairaut (1741) 
davon aus, dafs das Vorhandensein von Rechtecken durch die An- 
schauung gegelseu sei, und leitet dami mit grofser Klarheit die Sätze 
des ersten Euklidischen Buches ab. Zu vergessen ist freilich nicht, 
dafs die rarallelentheorie dem Franzosen Desargues (1639) die neue, 
fruchtbare Erklärung der Parallellinien verdankt: Linien heifsen pa- 
rallel, wenn sie denselben unendlich fernen Funkt gemeinsam haben. 
Diese Erklärung ist für die neuere Geometrie, besonders, nachdem sie 
Steiner wieder aufgenommen hatte (Systematische Entwickelung, 1832, 
Gesammelte Werke, Bd. I, S. 240), äufserst folgenreich geworden. 

Auf die Entwickelung der Parallelentheorie in Italien werden 
wir bei den Vorbemerkungen zu Saccheris Eudides ah omni naevo 
vlndkatus (1733) zurückkommen. In England war es besonders Sir 
Henry Savile, der ein au fser ordentliches Interesse für Euklids Ele- 
mente an den Tag legte. Er hielt über diesen Gegenstand an der 
Universität Oxford Vorlesungen, in denen er freilich nur bis zum 
achten Satze des ersten Buches gelangte. Aus seinen Praelectiones 
tresdecim in principium elementorum Euclidis, Oxford 1621, 
teilen wir eine bemerkenswerte Stelle mit. S. 140 heifst es: In pul- 
eherrimo Geometriae corpore duo sunt naevi, duae labes uec quod 
seiam plures, in quibua eluendis et emaculandis cum veterum tum 
i-ecentiorum, ut postea ostendam, vigilavit industria. Diese beiden 
Makel sind die Theorie der Parallel linien und die Lehre von den Pro- 
portionen. Savile hat auch einen mathematischen Lehrstuhl an der 
Universität Oxford gestiftet, der noch jetzt besteht, und dessen Inhaber 
die Verpflichtung hat, über Eukhds Elemente Vorlesungen zu halten. 
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Einer der ersten dieser Professores Saviliani war John Wallis 
(1616 — 1703), dessen Verdienste um die Infimtesimalreehnuag und 
um die Algebra bekannt sind; wir haben ihn schon erwähnt, als wir 
von Nasir Eddin sprachen. Eine weitere Vorlesung über Parallelen- 
theorie hat er in Erfüllung seiner Amtspflicht im Jahre 1663 ge- 
halten. Diese ist es, die wir im folgenden in der Übersetzung mit- 
teilen. Beide Vorlesungen hat Wallis lti93 im zweiten Bande seiner 
Werke auf S. G65— 678 veröffentlicht und lehrreiche Bemerkungen 
über die Geschichte der Parallelentheorie hinzugi'fügt. 

Der neue Gedanke von Wallis besteht darin, dals er zwar Buklids 
Erklärung der Parallelen beibehält, aber die fünfte Forderung durch 
die andere ersetzt, dafs sich su jedem Dreiecke ein ähnliches in beliebig 
grofsem Mafsstabe zeichnm lasse. Übrigens hat er die Tragweite seiner 
Forderung nicht vollständig durchschaut; Saecheri sah in dieser 
Beziehung weiter als er. Saecheri weist nämlich nach, dafs die 
Euklidische Geometrie in aller Strenge begründet werden kaim, 
sobald auch nur zu einem einzigen Dreieck ein von ihm verschiedenes 
gehört, das dieselben Winkel aufweist; allerdings stützt er sich dabei 
auf den Satz vom Aufsenwinkel. Entsprechende Bemerkungen finden 
sich auch bei Lambert. 

Es möge noch bemerkt werden, dafe dieser WalUs'sebe Gedanke 
in der Geschichte der Parallelentheorie wiederholt von neuem auf- 
taucht, zum Beispiel haben Carnot und Laplace vorgeschlagen, die 
fünfte Forderung durch das Princip der Ähnlichkeit zu ersetzen, und 
in neuester Zeit ist dieser Gedanke von Delboeuf ausführlich erörtert 
worden. Auch der analytische Beweis, den Legendre in seinen Ele- 
menten für den Satz von der Winkelsumme des Dreiecks zu geben 
versucht hat, kommt im Grunde auf dieselbe Idee hinaus. 
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Beweis ^ 

der fünften Forderung Enklids, 

öffentlich vorgetragen in Oxford am Aljend des II. Juli liilla. 

Bekanntlich haben einige alte wie auch einige neuere Autoren 
es (Jeni Euklid zum Vorwurf gemacht, dafs er die fünfte Forde- 
rung, oder (wie andere sagen) das elffce Axiom oder (nach der 
Zählung des Olavius) das dreizehnte Axiom ohne Beweis 7,u- 
geataiiden haben will, während er es doch (wie jene glauben) hätte 
beweisen sollen. Namentlich hat man getadelt, dafs er für gerade 
Linien etwas als an sich einleuchtend annimmt, was für Linien im 
allgemeinen gar nicht richtig ist. Denn allerdings mag für gery.de 
Linien allgemein richtig sein, was er behauptet, nämlich: 

Wenn zwei Gerade von einer dritten geschnitten wei'deu, 
und die innern Winkel, die diese an derselben Seite bildet, 
zusammen kleiner sind als zwei Bechte, so treffen die 
beiden Geraden, ins Unendliche verlängert, einander 
schliefslich auf der Seite, wo jene beiden Winkel zu- 
sammen kleiner als zwei Rechte sind, 
für krumme Linien ist es jedoch nicht allgemein richtig. Es können 
ja zwei Curven oder eine Gerade und eine Ourve einander beständig 
näher kommen, ohne doch jemals zusammenzutreffen. 

Indefs stutzen die meisten dieser Ankläger des Euklid (wenigstens 
soweit ich sie bis jetzt geprüft habe) ihre Beweise auf andere An- 
nahmen, die man, wie mir scheint, keineswegs leichter zugeben wird, 
als das, was Euklid fordert, und sie verfallen sogar nicht selten 
gerade in den Fehler, den sie vermeiden wollen, indem sie nämlich 
für gerade Linien etwas als unzweifelhaft richtig annehmen, was 
für Linien im allgemeinen nicht richtig ist, wie ich an anderer 
Stelle gezeigt habe*). 



S. IJIJS in der Einleitung zu den beiden Vui 
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22 Jolii Wallis. 

Icli meineateils gestehe dem Euklid unbedenklich zu, was er 
fordert, nicht nur, weil die Beweise der anderen an demselben Fehler 
leiden, den sie hei ihm tadeln, oder weil ihre Forderungen durchaus 
nicht einleuchtender sind, sondern weil man, wie mir scheint, unbedingt 
entweder diese Forderung oder statt ihrer eine andere stellen mufs, 
und endlich, weil man, die Beweisbarkeit dieser Forderung zugestanden, 
als Grundsatz nicht nur das gelten zu lassen pflegt, was gar nicht 
beweisbar ist, sondern auch das, was an sich so klar ist, dafs es 
keines Beweises bedarf; denn sicherlich können einige der übrigen 
Axiome bewiesen werden, und das zu zeigen wäre nicht schwer, wenn 
es dessen bedürfte. 

Da ich aber sehe, wie viele bis jetzt einen Beweis jener Forderung 
versucht haben, in der Meinung, dafs sie eines Beweises bedürftig sei, 
will auch ich meinen Beitrag liefern und versuchen, ob ich nicht einen 
Beweis liefern kann, der weniger angreifbar ist als die bis jetzt von 
anderen gelieferten Beweise. 

Den Beweis für die Behauptung erbringe ich nun auf Grund 
einiger Hilfssatze, die ich vorausschicke, wie folgt: 

I. Wird eine begrenzte Gerade, 

„ ^ die auf einer unbegrenzten Geraden 

1' ' '~^~i: ' A ' liegt, geradlinig verlängert, so liegt 

^'B' '■ auch die Verlängerung auf dieser 

unbegrenzten Geraden. 

Es sei EAGF die unbegrenzte Gerade, und die auf ihr liegende 

begrenzte Gerade AG möge geradhnig bis y verlängert werden. Ich 

behaupte, dafs die ganze Linie ACy^ das heifst, die Verlängerung 

von Aü, auch auf der unbegrenzten Geraden ACF liegt. 

Da nämlich nach der Voraussetzung ACF eine einzige Gerade 
ist, so liegt CF mit AC in gerader Linie. Es ist aber auch (da AC 
bis y geradlinig verlängert wurde) Cy die geradlinige Verlängerung 
von A C und liegt daher auf CF (denn alle Geometer nehmen an, dafs 
an einem Endpunkt einer Geraden nicht verschiedene Gerade als Ver- 
längerungen angesetzt werden können, und ungefähr dasselbe ist der 
Inhalt des dem Proklos entnommenen zehnten Axioms bei Clavius). 
Aber AC liegt nach der Voraussetzung ebenfalls auf ACF. Mithin 
liegt ACy, die Verlängerung von AC, ganz auf der unbegrenzten Go- 
raden ACF. Was zu beweisen war. 

IL Denkt man sich eine begrenzte Gerade, die auf einer 
unbegrenzten Geraden liegt, in ihrer Richtung beliebig weit 
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fortbewegt, so bleibt sie bei dieser Bewegung stets auf tler- 
selben unbegrenzten Geraden. 

Es sei ÄC die begrenzte GeraJe, die auf der unbegrenzten Ge- 
raden ÄF liegt, und man denke sie sich in ihrer Richtung nach der 
Seite von C bewegt, sodafs der Punkt A in cc und C in y übergeht. 
Ich behaupte, dafs die Gerade «y, also die bewegte Gerade AG, auf 
derselben unbegrenzten Geraden AJF liegt. 

Es liegt nämlich Cy auf der Verlängerung der Geraden AC 
(denn nach der Voraussetzung wird der Punkt C geradlinig, das heifst, C7s 
auf der Verlängerung der Gera(!en AC fortbewegt), also auch auf der 
unbegrenzten Geraden ACF (nach Hilfssatz I). Ebenso Hegt auch a 
auf der (nötigenfalls verlÜEgerten) Geraden AC (denn nach der Vor- 
aussetzung wird der Punkt A ebenfalls auf der Geraden AC geradlinig 
fortbewegt), also auch auf der unbegrenzten Geraden ACF. In ähn- 
licher Weise zeigt man dasselbe von jedem Zwischenpunkte der be- 
wegten Geraden AC. Also liegt ay, das heifst die bewegte Gerade J,C, 
ganz auf der unbegrenzten Geraden ACF. Was zu beweisen war. 

Dasselbe könnte man auch in ähnlicher Weise zeigen, wenn die- 
selbe Gerade AC nach der Seite des Punktes A bewegt würde. 

Man darf hier nicht einwenden, dafs Euklid bei seinen Beweiscji 
die Bewegung einer Geraden noch nicht angewandt zu habun 
seheint und sie auch bei den Forderungen nicht erwähnt hat, denn, so 
gut er später bei der Erklärung der Kugel die Bewegung eines 
Kreises, bei der Erklärung des Kegels die Bewegung eines Dreiecks 
und bei der Erklärung des Cjlinders die Bewegung eines Rechteckes 
anwendet, ebenso gut hätte er auch, falls es erforderlich gewesen 
wäre, die Bewegung einer Geraden bei seinen Beweisen anwenden 
können. Dasselbe thuu ab und zu Arehimedes, Apollonius und 
andere Geometer. Ja sogar Buklid selbst wendet, (und zwar gleich 
am Anfang), indem er den Satz 4 durch Aufeinanderlegen beweist, 
eine Bewegung von zwei Geraden an, deren Winkel unverändert bleibt, 
wie das zum Aufeinanderlegen nötig ist, (mid in keinem anderen Sinne 
rede ich in meinem Lehrsatze von der Bewegung einer Geraden). 
Femer wird dasselbe in der dritten Forderung angenommen (bei ge- 
gebenem Mittelpunkt und Halbmesser den Kreis zu be- 
schreiben), denn man setzt l^bei der Zeichnung des Kreises) voraus, 
dafs durch das Herumführen des Halbmessers (während der eine seiner 
Endpunkte im Mittelpunkte verharrt) die Kreisfläche beschrieben wird. 
Hieran erinnere ich, um nicht den Anschein zu ei-wecken, als {ver- 
nachlässigte ich die Euklidische Strenge des Beweises und) führte 
hier neue Forderungen ein (aafser denen, die Euklid zuläfst). 
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IIJ. Liegt eine begrenzto Gerade auf einer unbegrenzten 
Geraden, und bildet eine auf ihr stehende Gerade mit ihr 
einen Winkel, so bildet sie mit der unbegrenzten Geraden 
denselben M'^inkel. 

Es sei EAF eine unbegrenzte Gerade, und auf ihr liege die be- 
grenzte Gerade A<J, mit der die darauf stehende Gerade AB den 
MHnkel BAC bildet. Dann behaupte ich, dafs die Gerade AB mit 
der unbegrenzten Geraden AF denselben 
■ß Winkel bildet. Da nämlich die Gerade AC 

\ auf der Geraden AF liegt, und da BA 

j.- , \ ß beide Male dasselbe ist, ao sind BAC und 

j,,. j ' BAF (durch Kongruenz) derselbe Winkel, 

Was zu beweisen war. 

IV. Es liege eine begrenzte Gerade auf einer unbegrenz- 
ten Geraden. Wird sie auf dieser geradlinig fortbewegt, und 
macht eine auf ihr stehende Gerade (ohne Änderung des 
Winkels) die Bewegung mit, so bildet sie mit jener unbe- 
grenzten Geraden überall dieselben (oder gleiche) Winkel. 

Auf der unbegrenzten Geraden EAF möge die auf ihr liegende 

begrenzte Gerade AC geradlinig fortbewegt werden, und die a\if dieser 

stehende Gerade AB mache ohne Änderung 

\j9 \B des Winkels die Bewegung so lange mit, 

\ \ bia sie, wenn ^C in die Lage tny ge- 

j^f ^ >~^^^— — ^ fe' langt, gleichzeitig nach aß gelangt. Dann 

Fig. a. behaupte ich, dafs der Winkel ßaF dem 

Winkel BAC oder BAF gleich ist. 
Die Gerade AC geht nämlich bei ihrer Bewegung in die Gerade 
ay über, die (nach Hilfssatz 2) auf der unbegrenzten Geraden AF liegt. 
Femer bleibt (uach der Voraussetzung) der Winkel BAC, das heifst 
ßay, unverändert. Da endlich (nach Hilfssatz 3) dieser unveränderte 
Winkel zuerst mit dem Winkel BAF und dann mit dem Winkel 
ßaF zur Deckung kommt, so sind mithin die Winkel BAF und ßccF 
einander gleich. Was zu beweisen war. 

In ähnlicher Weise könnte man aeigen, dafs der Nebenwinkel 
ßaA dem Winkel BAE gleich ist. 

V. Werden zwei Gerade von einer dritten gcselinitteii, 
und sind die inneren Winkel an derselben Seite zusammen 
kleiner als zwei Rechte, so ist jeder der beiden Aufsen- 
winkcl grufser als der ihm gegenüberliegende innere Winkel. 
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Die Gerade ACF ach.iieide die beiden Cleraden Ali und CD mid 
bilde auf derselben Seite die inneren Winkel BAO und DCA, die 
zusammen kleiner sind als zwei Rechte. Ich bclmupte, dafs der Aufsen- 
Winkel DCF (der Nebenwinkel des iniieren 
Winkels DCA) gröfser ist als der ihm gegen- 
überliegende innere Winkel BAC. 

Die Winkel T>CA und DCF sind nämlich ^ 

(nach Satz 13 des ersten Buches) zusammen vig. \. ~^ 

gleich zwei Rechten. Hingegen sind (nach 

der Voraussetzung) die beiden inneren Winkel DOÄ und BAC za- 
sammen kleiner als zwei Rechte. Nimmt man also beide Male den 
gemeinsamen Winkel DCA fort, so ist der übrig bleibende DCF 
gröfser als der übrig bleibende BAC. Was zu beweisen war. 

Ich berufe mich übrigens hier beim Beweise auf den Satz 13 des 
ersten Buches der Elemente, denji dieser steht zwar hinter der fünften 
Forderung, jedoch noch vor dem Satze 29 des ersten Buches, bei dessen 
Beweise diese Forderung zum ersten Male angewandt wird. Über- 
haupt ist hinter dem Satz 28 die richtige oder wenigstens die beste 
Stelle für den Beweis jener Forderung, und es dürfen dabei alle vor- H 
hergehenden Sätze oder beliebig viele davon ohne Bedenken für den 
Beweis verwendet werden. Man kijnnte auch den Satz 13 des ersten 
Buches (als einen weiteren Hilfssata für den vorliegenden Lehrsatz) 
vorher beweisen, wenn es nötig wäre. 

VI. Wird unter denselben Voraussetzungen die zwischen 
AB und CD liegende Gerade AC geradlinig bis in die Lage 
ay bewegt, sodafs der Punkt a mit C zusammenfällt, und ge- 
langt zugleich AB (ohne Änderung des Winkels BAC) in die 
Lage aß, so behaupte ich, dafs die ganze Gerade aß, das 
heifst, die bewegte Gerade AB, aufserhalb DC fällt. 

Da nämlich (nach Hilfssatz 2) ay, das heifst Cy, auf CF liegt, und 
da (nach Hilfssatz 3 und 4) der Winkel BAC, das heifst BAF, dem 
"VVinkel/5Ki^, das heifst (3 Ci'"' gleich ist, und 

da endlich (nach Hilfssatz 5) der Winkel ß\ ^\ j],, 

BAC kleiner ist als der Winkel DCF: \ \ \ 

so ist auch der Winkel ßCF kleiner als ' ( rXj \ Jc 

derselbe Winkel DCF. Demnach fällt ^ ^..^ . *-' -'' 

die Gerade Cß, das heifst aß, ganz aufser- 
halb der Geraden CD (ganz, sage ich, denn sie kann CD nirgejids 
anders als in dem Punkte G treffen, nach der letzten Forderung oder 
dem letzten Axiom, dafs zwei Gerade keinen Raum einschliefsen). 
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Vn. Unter denselben Vofausaetzungen beliaupte ich, 
dafa die Gerade aß, das lieifrit Äß, bei ihrer Bewegung die 
Gerade OD schneidet, ehe der Punkt cc nach C gelangt. 

Da nämlich (nach Hilfssatz 6), sobald der Punkt « nach C ge- 
langt, die ganze Gerade ceß die Gerade CD überschritten hat, so 
mufs sie diesen Übergang entweder als 
A^ ^v Ganzes oder stückweise gemacht haben. 

\ Aber als Ganzes kann sie den Übergang 

\ nicht machen, sonst läge nämlich einmal 

~ ^ " die Gerade aß auf der Geraden CD, und 
Fig. 6. der Winkel DCF deckte sich mit dem 

Winkel ßaF, ein gröfserer mit einem klei- 
neren, was unmöglich ist. Mithin geschieht der Übergang stückweise, 
das heifst, die Gerade aß schneidet einmal die Gerade CD, dann 
nämlich, wenn ein Teil von ihr den Übergang gemacht hat, aher noch 
nicht die ganze Gerade, und zwar (nach Hilfssatz 6), bevor der Punkt a 
zum Punkte C gelangt ist. Was zu beweisen war. 

VIH. Schliefslich will ich (indem ich die Lehre von den Ver- 
hältnissen und den Begriff der ähnlichen Figuren als bekannt voraus- 
setze) als Grundsatz annehmen: 

Zu jeder beliebigen Figur gebe es stets eine andere ihr 

ähnliche von beliebiger GrÖfse. 
Das scheint nämlich (da GrÖfsen einer unbeschränkten Teilung und 
Vervielfachung fähig sind) aus dem Wesen der GrÖfsenverhältnisse zu 
folgen, dafs man nämlich jede Figur (während sie ihre Gestalt behält) 
unbeschränkt verkleinern und vergröfsern kann. 

In der That machen alle Geometer diese Annahme (ohne es aus- 
drücklich auszusprechen oder vielleicht selbst zu bemerken), und dar- 
unter auch Euklid. Denn, wenn er fordert, dafs sich bei gegebenem 
Mittelpunkt und Halbmesser der Kreis besehreiben lasse, so 
setzt er voraus, dafs es einen Kreis von beliebiger Gröfse oder mit be- 
liebig grofscm Halbmesser gebe, und, wenn er voraussetzt, dafs etwas 
möglich sei, so fordert er, dafs man es ausführen könne. Nun wäre 
es freilieh kein billiges Verlangen, dafs man (ohne die nötigen Vor- 
kenntnisse) nach einem gegebenen Maafsstabe zu jeder Figur eine äbn- 
liche solle zeichnen können. Aber dafs es ausführbar ist, das darf man 
bei einer beliebigen Figur ebenso gut wie beim Kreise voraussetzen. 
Denn nicht deshalb, weil er vor den übrigen Figuren etwas voraus hat, 
gestattet es der Kreis, dafs man ihn ohne Änderung der Gestalt 
nach Belieben stetig vergröfsert oder verkleinert, sondern wegen der 
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Eigenschaften der stetigen Gröfsen, die den übrigen Figuren mit dem 
Kreise gemeinschaftlich sind. Man darf demnach ebenso voraussetzen, 
dafs auch bei diesen (ohne Änderung der Gestalt) eine stetige und 
unbegrenzte Vcrgröfaerung oder Verkleinerung möglich sei. 

Gegen unsere Annahme darf man auch nicht einwenden, dafs 
Euklid an dieser Stelle weder die Erklärung proportionaler Gröfson 
noch die Erklärung ähnlicher Dreiecke (die jene voraussetzt) gegeben 
hat, dafs er vielmehr die eine erst im fünften, die andere erst im 
sechsten Buche giebt. Denn Euklid hätte, wenn es ihm angebracht 
erschienen wäre, beide dem ersten Buche vorausschicken können. 

IX. Mittelst dieser Hilfssätze beweise ich nun auf folgende Art 
den eigentlichen Satz, der so lautet: 

Werden zwei Gerade von einer dritten geschnitten, und 
sind die inneren Winkel an derselben Seite zusammen 
kleiner als zwei Rechte, so treffen die Geraden, ins 
unendliche verlängert, einander auf der Seite, wo jene 
beiden Winkel liegen, die zusammen kleiner sind als zwei 
Rechte. 
Es seien AB und CD die beiden Geraden, die von der unbe- 
grenzten Geraden ACF getroffen werden und mit ihr an derselben 
Seite innere Winkel BAC und BGA bilden, 
die zusammen kleiner sind als zwei Eechte. 
Ich behaupte, dafs jene beiden Geraden AB 
und CD, ins Unendliche verlängert, einander 
treffen, und zwar auf der Seite der G-eraden 
AF, wo sich jene beiden Winkel befinden. 

Man denke sich nUmlich die Gerade AO, p — -—*— 
die zwischen ihnen auf der unbegrenzten vig. 7, 

Geraden AUF liegt, auf dieser geradlinig 

bewegt. Die Gerade .AJ5, die auf J. (7 steht, mache die Bewegung ohne 
Änderung des Winkels BACm.it, bis aß, das heifst, die bewegte Gerade 
AB, die Gerade CB (nach Hilfssatz 7) in einem Punkte it schneidet. 
Alsdann ist nCa ein Dreieck, und es giebt (nach Hilfssatz 8) ähn- 
liche Dreiecke von jeder beliebigen GrÖfse. Man kann daher über der 
Geraden CA ein Dreieck zeichnen, das ^dem Dreieck «CV mit der 
GiTjndlinie Ca ähnlich ist. Man denke sich das ausgeführt, und es 
sei PCA dieses Dreieck. 

Hier darf man nicht einwenden, dafs Euklid noch nicht gelehrt 
habe, wie man über einer gegebenen Grundlinie ein Dreieck zeichnet. 
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das einem gegebenen ähnlicli ist*). Denn vielfach aetit man bei der 
Vorbereitung**) zum Beweise von Lehrsätzen (bei der Lösung von 
Aufgaben durch Konetrulition ist es freilich weniger am Platze) Dinge 
als ausführbar und ausgeführt voraus, deren geometrische Ausführ- 
barkeit noch nicht gelehrt wird, zum Beispiel die beiden mittleren 
Proportionalen von zwei Geraden, ebenso die dem Kreisumfange gleiche 
öerade und unzählig vieles andere. Und doch gelingen die Bevreise 
der Lehrsätze nicht schlechter, als wenn die geometrische Konstruktion 
völlig bekannt wäre. Und wenn jemand die füeichheit des arktischen 
Kreises mit dem antarktischen dadurch begründete, dafs sie zur 
Deckung gebracht werden können, da ja, wenn man den Mittel- 
punkt auf den Mittelpunkt und die Ebene auf die Ebene legt, der 
Umfang mit dem Umfang (wegen der Gleichheit der Halbmesser) 
und der Kreis mit dem Kreise zur Deckung gelangt, so hat niemand 
ein Recht diesen Beweis als unerlaubt zurückzuweisen, weil es doch 
geometrisch nicht ersichtlich ist, wie jemand den antarktischen Kreis 
an den arktischen anlegen könne. Es genügt, wenn diese Kreise so 
beschaffen sind, dafs sie, falls man sie ane in anderlegt , notwendig zur 
Deckung gelangen. 

Ebenso gut gelingt hier der Beweis, sobald nur feststeht, dafs 
man das ausführen kann, was hier als ausgeführt gedacht wird, näm- 
lich das Dreieck PCA zu zeichnen. Wir fahren in dem Beweise fort. 

Da also FCÄ ein Dreieck ist, so treffen (nach der Erklärung 
des Dreiecks) die beiden Geraden CP und AF einander im Punkte P, 
und da das Dreieck PCA dem Dreieck xCce (nach Konstruktion) 
ähnlich ist, so sind die einzelnen Winkel den einzelnen Winkeln der 
Reihe nach gleich (nach der Erklärung ähnlicher geradliniger Figuren). 
Mithin ist der Winkel PCA dem Winkel zCa, das heifst dem Winkel 
BGA gleich, und es liegt daher die Gerade ÜP in der Verlängerung 
der Geraden CD. Läge nämlich die Gerade CD jenseits oder diesseits, 
so wäre der Winkel PCA gröfser oder kleiner als der Winkel BCA, 
während doch ihre Gleichheit bewiesen wurde. 

Ebenso ist der Winkel PAC gleich dem Winkel %aC. Demselben 
Winkel jTßC, das heifst dem Winkel ßaF, ist aber der Winkel BAF 
oder BAC gleich (nach Hilfssatz 3 und 4), und daher ist auch der 
Winkel BAC gleich dem Winkel PAC. Mithin liegt die Gerade AP 
in der Verlängerung der Geraden AB (läge sie nämlich jenseits oder 

*) [Was Wallis hier behauptet, ist nicht ganz richtig: merkwürdiger Weise 
findet sich in .den Elementen nichts über die Konstruktion von Dreicciien, die 
einem gegebenen Dreieck ähnlich sind.] 

**) [Im Original steht; in 7taQa6«.sv^ ad demonstrationes theorematum.J 
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diesseits, so waren die Winkel BAC und PAC verschieden, deren 
Gleictheit bewiesen ist). 

Demnach fällt die Gerade AF mit der Verlängerung von AB 
zusammen. Ebenso bilden CP und die Verlängerung von CD eine 
Gerade. Es treffen sich aber (wie schon gezeigt ist) AF und CF in 
dem Punkte P, also treffen sich auch die Verlängerungen von .41? 
und CD, und zwar in eben diesem Punkte F, das heifst, auf der Seite 
der Geraden EAF, wo jene beiden Winkel liegen, die zusammen 
kleiner als zwei Rechte sind. Was zu beweisen war. 

Diesen Beweis habe ich nach den strengsten Regeln für das Be- 
weisen durchgeführt, indem ich mir Euklid zum Vorbild genommen 
habe, damit auch ein strenger Richter mir nicht den Vorwurf machen 
kann, dafs zum vollgültigen Beweise etwas fehle. Jedoch tadle ich 
ganz und gar nicht, dafs Euklid keinen Beweis gegeben hat, vielmehr 
würde ich sogar nichts dagegen haben, wenn er noch mehr un- 
bewiesene Forderungen aufgestellt hätte, zum Beispiel, wenn er (mit 
Archimedes) gefordert hätte, dafs die gerade Linie unter allen 
Linien zwischen denselben Endpunkten die kürzeste sei, 
(dabei hatte er dann nicht neunzehn Sätze vorauszuschicken gebraucht, 
ehe er bewies, dafs zwei Dreiecksseiten zusammengenommen 
gröfser sind als die dritte) und anderes, was an und für sich 
einleuchtend ist. 

Aber Euklid scheint die Absicht gehabt zu haben, auf Grund mög- 
lichst weniger Forderungen das Übrige durch die strengsten Schlüsse 
zu beweisen, und so kommt es, dafs er sich nicht selten damit ab- 
quält, Dinge zu beweisen, die ihm jedermann ohne weiteres zugestehen 
wird. Bei jedem Beweise, und zwar in jedem Gebiete ohne Ausnahme, 
mufs man etwas voraussetzen. Denn, ohne etwas vorauszusetzen (oder 
es vorher zuzugeben oder vorher zu beweisen), ist kein Beweis möglich. 
Freilich pflegen diese Voraussetzungen von anderen Schrift steilem 
(über andere Gegenstände) nicht ausdrücklich genannt zu werden (wie 
das Euklid gethan hatj, sondern sie nehmen solche Voraus- y; 
Setzungen stillschweigend an, ohne es zu bemerken. 

Auch bei Euklid selbst finden sich im Fortgänge seines Werkes 
neben den ausdrücklich erwähnten Voraussetzungen (den wichtigsten 
und bemerkenswertesten) zuweilen noch andere, die entweder aus dem 
Anblicke der Figur oder anderswoher einleuchten, die aber nie- 
mand bestreiten wird. Eine solche Voraussetzung (die überall vor- 
kommt) ist die, dafs das Ganze genau dasselbe ist wie die Summe 
der Teile (woraus man schliefst, dafs, wenn sich zeigen läfst, etwas 
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sei gleich der Summe der Teile, es auch dem Gauzeu gleich ist), 
ebenso, dafs, was für die einzelnen Fälle als richtig bewiesen ist, 
allgemein richtig ist (zum Beispiel, was für das rechtwinklige, das 
spitzwinklige, und das stumpfwinklige Dreieck gilt, gilt für 
jedes geradlinige Dreieck, weil es eben keine anderen gerad- 
linigen Dreiecke giebt), und ebenso, dafs eins und eins zwei, und vier 
und eins fünf ist, und ähnliches, was ein aufmerksamer Leser ab und 
zu bemerken, was aber niemand tadeln wird, (nicht zu erwähnen, dafs 
er bei der Erklärung der Kugel, des Kegels und des Cylinders 
die Bewegung der Ebene voraussetzt, die er weder erklärt noch 
gefordert hat). Aber auch wenn er noch mehr entweder stillschweigend 
vorausgesetzt oder ausdrücklich gefordert hätte, was an sieh ein- 
leuchtend ist, darf man ihn deshalb nicht anklagen, also auch nicht, 
wenn er fordert, dafs zwei (in derselben Ebene liegende) Ge- 
rade, die einander nilber kommen, schliefslieh zusammen- 
treffen sollen. 
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In den Vorbemerkungen za dein ansuche vou Wallis Iiatten wir 
bereits erwUltnt, dafs im siebzi-hnteii Jahrhundert auch in Italien 
das Interesse für die Grundlagen der Geometrie rege war, und zwar 
sind die Gegenstände, mit denen sich die Mathematiker damals haupt- 
sächiicli bescliäftigten, die Lehre von den Proportionen und die Pa- 
rallel entheorie. 

Für die Paralleleutheorie ist zunächst Borelli zu nennen, der 
allerdings durch seine Untersuchungen über die Bewegung der Lebe- 
wesen (De motu ajijmalium, Rom 1680) bekannter ist. Er gab 1658 
seinen Euelides restitutus heraus und kritisierte in einer An- 
merkung (S. 37) Euklids Parallelentheorie: er wirft ihr vor, dafa der 
BegriiF des Unendlichen hineingezogen werde, insofern Gerade als 
parallel erklärt werden, wenn sie, ins Unendliche verlängert, einander 
nicht schneiden. Borelli schlügt deshalb vor, gerade Linien dann 
parallel zu nennen, wenn sie ein gemeinsames Lot besitzen; das sei 
eine durchaus fafsliche, dem menschlichen Geiste zugängliche Eigen- 
schaft. Bald aber stellt sich heraus, dafs diese Erklärung zum Be- 
weise der fünften Forderung nicht ausreicht, und Borelli sieht sich 
genötigt, als neues Axiom das bereits bei Clavius angeführte zu Hilfe 
zu nehmen, das er nach dem Vorgange von Guldin so formuliert: 
Wird eine gerade Linie, die auf einer anderen senkrecht 
steht, in der Weise verschoben, dafs der eine Endpunkt 
immer auf der Geraden verharrt und der rechte Winkel in 
ihm erhalten bleibt, so beschreibt der andere Endpunkt eine 
gerade Linie. Wir müssen daher sagen, dafs er die von ihm her- 
vorgehobene Schwierigkeit im Grunde nur umgangen hat. 

In den meisten Lehrbüchern der Element arge ometrie vom sech- 
zehnten bis zum Anfange des achtzehnten Jahrhunderts werden — ■ 
was ja sehr bequem ist — parallele Gerade sofort als äquidistante 
erklärt. Der erste, der erkannte, dafs diese Erklärung nur dann zu- 
lässig ist, wenn man das Vorhandensein solcher Geraden erweisen 
kann, scheint Giordano da Bitonto (1680) gewesen zu sein. In 
den Endpunkten einer Grundlinie denkt er sich Lote von gleicher 
Länge en-ichtet und sucht zu beweisen, dafs die Verbindungsgerade 
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der Endpunkte dieser Lote von der Grundliuie überall denselben Ab- 
stand hat. Zu diesem Zwecke stellt er eine etwas verwickelte Be- 
trachtung an, aus der hervorgehen soll, dafs die Lote, die man von 
den Punkten irgend einer krummen Linie auf die Grundlinie fällen 
kann, nicht alle gleich sein können. Die Unzulänglichkeit seines 
Schlufsvei-fahrens hat bereits Klügel in zutreffender Weise dargethan. 
Bemerkenswert erscheint noch, dafs wir bei diesem Beweise Gior- 
danos der Figur wieder begegnen, die wir schon bei Clavius fanden, 
und die wir abermals bei Saecheri finden werden. 

Zu diesem merkwürdigen Manne wenden wir uns jetzt und be- 
richten zunächst über sein Leben und seine Person, Wir sind dabei 
in der glücklichen Lage, Aufzeichnungen benutzen zu können, die 
der Jesuitenpater Fr. Gambarana über seinen Ordensbruder gemacht 
bat, mit dem zusammen er 35 Jahre lang in Pavia gewirkt hatte. 
Bei dieser Gelegenheit wollen wir auch dem Direktor der Biblioteca 
Estense, Herrn Forti in Modeiia, nochmals unseren Dank dafür aus- 
sprechen, dafs er uns eine Abschrift dieser als Codice Estense L H. 10. 
(18 Seiten Folio) bezeichneten Handschrift hat zukommen lassen. 

Girolamo Saecheri ist am 5. September 1667 in San Remo 
geboren, das damals zum Gebiete der Republik Genua gehörte; über 
seine Eltern wissen wir nichts. Am 24. März 1685 ward er in die 
Gesellschaft Jesu aufgenommen, und zwar geschah dies in Genua, 
wo er sich schon einige Jahre vorher aufgehalten zu haben scheint. 
Nach Beendigung des Noviziats wirkte er als Lehrer der Grammatik 
an dem von Jesuiten geleiteten Collegio di Brera in Mailand. 
Lehrer der Mathematik war daselbst Tommaso Ceva (1648 — 1737), 
ein Bruder des bekannten Mathematikers Giovanni Ceva; mit beiden 
Brüdern hat Saecheri in wissenschaftlichem Verkehr gestanden und 
von ihnen mannigfache Anregungen empfangen. Darauf war er eine 
Zeit lang Lehrer der Philosophie und der polemischen Theologie an 
dem Jesuitenkollegium zu Turin und kam endlich im Jahre 1697 
an das Collegium zu Pavia. Dort hat er aufserdem an der Uni- 
versität Vorlesungen über Arithmetik, Algebra, Geometrie und andere 
Gegenstände der Mathematik gehalten. Die Herbstferien pflegte er in 
Mailand am Collegio di Brera zuzubringen, wo er auch nach langer 
Krankheit am 25. Oktober 1733 gestorben ist. 

Saccheris Charakter schildert sein Biograph Gambarana mit 
folgenden Worten: „Er kümmerte sich nicht um seine Person, um 
Speise, um Kleidung, um Bequemlicbkeit, nur die Wahrheit, das 
Wohl anderer, die Ehre und die Fortschritte des heiligen römischen 
Glaubens lagen ihm am Herzen," 
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Mit besonderer Ausführlichkeit verweilt Gambarana bei einer 
Seite von Saceheris Begabimg, die auf jeden, der ihn kennen lernte, 
besonderen Eindruck machen mufste, bei seiner ungewöhnlichen Ge- 
dächtniskraft und Combinationsgabe. Schon früh zeigte sich sein 
Rechengenie. Als Knabe von fünf Jahren löste er bereits schwierige 
Rechenaufgaben, die man ihm vorgelegt hatte. Später wurde er ein 
vorzüglicher Schachspieler, er spielte gleichzeitig drei Partieen ohne 
Ansicht des Brettes und siegte in der Regel. Während des Spiels 
konnte er sich mit andern unterhalten und sogar „über abstruse Pro- 
bleme der Geometrie nachdenken"; nachher wiederholte er die Partieen 
aus dem Gedächtnis. Tommaso Ceva hat ihn in seiner Philosophia 
Novo-antiqua, Mailand 1704, mit den Versen besungen: 

Scacchia qui tripHci certamine versat eodem 
Tempore, summotus ludo procul omnia mente 
Complexus memori. 
Eine ebenso grofse Geschicklichkeit besafs Saccheri in der Kunst des 
Chiffernlesens, wovon Gambarana erstaunliehe Proben mitteilt. 

Auf Saceheris theologische Schriften einzugehen, ist hier nicht 
der Ort. Ehe wir von den mathematischen sprechen, wollen wir er- 
wähnen, dafs er, nach Gambarana, im Jahre 1692 in Turin eine 
Abhandlung über Logik veröffentlichte, deren Titel: Logica demon- 
strativa war. Indes ist eine solche Schrift weder in Backers Biblio- 
theque des ecrlvains de la Compagnie de Jesus, noch in Ric- 
cardis Biblioteca luatematica italiana angeführt. Dort findet 
sich vielmehr ein Werk: Logica demonstrativa theologicis, philo- 
sophicis et mathematicis disciplinis accommodata, auctore 
R. P. Hieronymo Saccherio Societatis Jesu, Ticini Eegii 1701, 
8**, sowie ein Nachdruck: Augustae Ubiorum 1735, 8", 162 Seiten. 
Genaueres über dieses Werk, auf das sich Saccheri bei seinen Unter- 
suchungen über die Parallelentheorie beruft, können wir leider nicht 
mitteilen. 

Dagegen haben wir die drei mathematischen Schriften Sac- 
eheris sämtlich eingesehen. Die königlichen Bibliotheken in Berlin 
und in München besitzen sein Erstlingswerk; 

Quaesita geometrica a Comite Ruggerio de Viginti 

Milliis Omnibus proposita, ab Hieronymo Saccherio Ge- 

nuensi Societatis Jesu soluta. Mediolani 1693, 4", 37 Seiten, 
von dem Riccardi eine zweite Ausgabe erwähnt; 

Sphinx geometra seu quaesita geometrica proposita et 

soluta rursus prodeunt auspiciis Serenissimi Principis 

Francisci Faruese, Parma 1694. 4". 
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Es handelt sicli in diesem Werke um sechs geometrische Auf- 
gaben, die Graf Roger Ventimiglia aus Palermo (1670—1698) im 
April 1692 in dem Diarium Parmense gestellt hatte, und die haupt- 
sächlich Kegelschnitte betreffen. Bei der Lösung dieser Aufgaben be- 
dient sich Saccheri, der recht beträchÜiehe geometrische Kenntnisse 
zeigt, der geistreichen Methoden, die Giovanni Ceva in seinem 
Werke: De lineis rectis se invicem seeantibus statica con- 
structio, Mailand 1678, entwickelt hatte, einem Werke, das als ein 
Vorläufer von Moehius' Baryceutrischem Calcul bezeichnet werden 
darf. Die Quaesita werden erwähnt in dem Traite analytique des 
sections coniques von L'Hospital (Paris 1707, S. 259), wo der 
Pere Saquerius als sehr bewandert in der Geometrie gerühmt wird. 
Weniger günstig müssen wir über Saeeheris zweite Schrift 
urteilen, die wir in den Universitätsbibliotheken zu Wien und zu 
München gefunden haben, und die den Titel führt: 

Neostatica auctore Hieronymo Saccherio e Societate Jesu. 

Excellentissimo senatui Mediolanensi dicata. Mediolaui 

1708, 4". 168 Seiten. 
Sie verdankt ihre Entstehung einem Gedanken, den Tommaso Ceva 
in seinem Buche: De natura gravium, Mailand 1699, ausgesprochen 
hatte, dafs nämlich, wenn die Schwerkraft nach dem Erdmittelpunkt 
gerichtet sei, Galileis Fallgesetze nicht wahr sein könnten, die ja 
voraussetzen, dafs die Schwerkraft überall dieselbe Richtung habe. 
Diesen Gedanken weiter verfolgend, untersucht Saccheri zunächst 
die Zusammensetzung von Kräften, die alle nach demselben Punkte 
gerichtet sind. Dann macht er, ebenfalls nach dem Vorgange Cevas, 
die Annahme, die Schwerkraft sei proportional dem Abstände vom 
Erdmittelpunkte und leitet den bereits in Newtons Principien 1687 
(Lib. I, Sectio X, Propositio 47) angegebenen Satz her, dafs bei einem 
solchen Gesetze der Anziehung die Wurfbahn immer eine Ellipse sein 
müsse. 

Wir kommen endlich zu Saeeheris Hauptwerk: 

Enclides ab omni naevo vindieatus: sive conatus geo- 

metricus quo stabiliuntur prima ipsa universae geometriao 

principia. Auctore Hieronymo Saccherio Soeietatis Jesu. 

Mediolani 1733, 4", XVI und 142 Seiten, mit 6 Eigurentafeln. 
Sein Titel erinnert an Saviles Äufserung über die beiden Makel, die 
den wunderschönen Leib der Geometrie entstellen. 

Die Druckerlaubnis der Inquisition ist am 13, Juli 1733, die des 
Provinzials der Gesellschaft Jesu am 16. August 1733 erteilt worden. 
Wir dürfen daher annehmen, dafs Saccheri, der, wie Gamharana 
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berichtet, nach lauger Krankheit am 25. Oktober 1733 starb, dieses 
Werk, das wohl die Arbeit eines Menscbenlebens darstellt, noch vor 
seinem Tode gedruckt sehen wollte; oh er die Vollendung des Druckes 
erlebt hat, erscheint fraglich. Diese Umstände erklären es sehr gut, 
dafa einige Beweise noch kleine Lücken zeigen, sowie auch, dafa sich 
an einigen Stellen falsche Rückverweisungen auf frühere Sätze finden. 

Das Werk besteht aus zwei Büchern, die an Umfang, wie an 
Wert, sehr ungleich sind. Das zweite, kürzere betrifft die Lehre von 
den Proportionen und braucht hier nicht berücksichtigt zu werden. 
Um so wichtiger ist das erste, das einen geistreichen Versuch enthält, 
die Euklidische Geometrie als die einzig mögliche nachzuweisen. 

Saccheri hat das unvergängliche Verdienst, dem Probleme der 
Parallellinien eine ganz neue Seite abgewonnen zu haben. Die Ver- 
suche, die wir im Vorhergehenden kennen gelernt haben, beruhten auf 
dem gemeinschaftlichen Grundgedanken, dafa man die fünfte Forde- 
rung unmittelbar aus den anderen Voraussetzungen der Euklidischen 
Geometrie herleiten wollte. Alle diese Versuche litten an dem wesent- 
lichen Mangel, dafs bei ihnen, mehr oder weniger offen, ein neues 
Axiom an Stelle des zu beweisenden eingeführt wurde. 

Saccheri giebt nun der Frage die neue Wendung: Wäre die fünfte 
Forderung keine Folge der übrigen Voraussetzungen Euklids, so könnten 
bei einem Viereck ABDC, das in Ä und B rechte Winkel hat und 
wo AC= BD ist, die Winkel bei C und D spitz oder stumpf sein. 
Macht man eine dieser beiden Ajmahmen, die er ala die Hypothese 
des spitzen bez, des stumpfen Winkels bezeichnet, so lassen sich aiiS 
ihr weitere geometrische Polgerungen ziehen. Um die Wahrheit der 
fünften Forderung nachzuweisen, an der Saccheri nicht gezweifelt 
zu haben scheint, mufs man also zeigen, dafs jede dieser Annahmen 
sehliefslich zu einem Widerspruch führt. Einen solchen Widerspruch 
zu finden, gehngt Saccheri bei der Hypothese des stumpfen Winkels 
ohne Schwierigkeit, jedoch bei der Hypothese des spitzen Winkels 
erst, wie er sich ausdrückt, nach einem langwierigen Kampfe. Er 
sieht sich dabei genötigt, die Folgerungen ziemlich weit zu treiben, 
und gelangt so zu einer Reihe von Sätzen, die man gewöhnlich teils 
Legend re, teils den Begründern der nichteuklidi sehen Geometrie 
Lobatschefstij und Bolyai zuschreibt. 

Legendre, dessen Untersuchungen über die Parallelentheorie in 
die Zeit von 1794 — 1833 fallen, hat unter ausschliefshcher Benutzung 
der ersten achtundzwanzig Satze des ersten Buches der Elemente be- 
wiesen, dafs die Summe der Winkel eines Dreiecks nicht kleiner sein 
kann als zwei Rechte, und dafs sie gleich zwei Rechten sein mufs, 
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sobald das für irgend ein Dreieck der Fall ist. Beide Sätze finden sieh 
schon bei Saccheri, der nicht nur die Hypothese des stumpfen 
Winkels widerlegt, sondern auch eine ganze Reihe von Sätzen ent- 
wickelt hat, in denen Kennzeichen zur Unterscheidung der Hypothese 
des rechten Winkels von den beiden anderen Hypothesen aufgestellt 
werden; eins dieser Kennzeichen ist das von Legendre wieder- 



Weiter aber hat Saccheri bei der Hypothese des spitzen 
Winkels das Verhalten zweier sich nicht schneidender Geraden ein- 
gehend untersucht und das Vorhandensein des gemeinsamen Lotes 
und der Grenzlinien in aller Strenge nachgewiesen. Er hat auch 
schon den Ort der Punlfte betrachtet, die von einer Geraden gleich 
weit entfernt sind, und ist so zu den Oricyclen von Lobatschefskij 
gelangt. 

Hervorzuheben ist noch, dafs Saccheris Beweise für diese Sätze 
sehr Mar und elegant sind, während später, wo es gilt, die augeb- 
lichen Widersprüche zu finden, seine Darstellung mühsam und weit- 
schweifig wird. 

Fragt man nun, wie Saccheri zu dieser Problemstellung gelangt 
ist, so läfst sich wenigstens zweierlei feststellen; Einmal betont er 
immer wieder und wieder, dafs es unzulässig sei, parallele Gerade als 
äquidistante zu erklären, dafs vielmehr das Vorhandensein solcher äqui- 
distanter Geraden durchaus eines Beweises bedürfe; dies hatte — wie 
wir wissen — schon Giordano da Bitonto erkannt, dessen Werk 
indes Saccheri entgangen zu sein scheint. Dann aber ist Boreliis 
Erklärung der Parallelen als solcher Geraden, die ein gemeinsehaft- 
Hches Lot besitzen, auf Saccheris Gedankengang von Einflufs ge- 
wesen. Will man nämlich, von dieser Erklärung ausgehend, die Sätze 
der Euklidischen Geometrie herleiten, so kommt alles darauf an, 
zu zeigen, dafs der Abstand jener beiden Geraden an einer beliebigen 
Stelle dem gemeinsamen Lote gleich ist, und hierdurch wird man gerade 
auf die schon vorhin erwähnte Figur geführt, die den Ausgangspunkt 
von Saccheris Untersuchungen bildet. 

Der Euelides ab omni naevo vindicatus scheint ein ziemlich 
verbreitetes Buch gewesen zu sein. In Deutschland haben wir sein Vor- 
handensein anf den Königlichen Bibliotheken zu Berlin und Dresden 
und auf den Universitätsbibliotheken in Göttingen (seit 1770), Halle, 
Rostock und Tübingen festgestellt. Auch findet man das Werk im 
achtzehnten Jahrhundert wiederholt erwähnt. So erschien, um nur das 
Wichtigste anzuführen, im Jahre 1736 eine Anzeige in den Acta Eru- 
ditorum (S. 277), die jedoch auf den Inhalt nur oberfiächhch eingeht. 
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im Jahre 1742 finden wir es in Heilbronners Historia matlie- 
seos (S. 162) unter den Schriften über EukKds Elemente erwUlint, 
1758 nennt es Montucia, als er vom Parallel enaxiom spricht, im 
ersten Bande der Histoire des mathematiques (2. Aufl. S. 209), 
und ondlich 17G3 wird dieses „sonderbare Buch" von Klügel in seiner 
Dissertation über die Geschichte der Parallelentheorie eingehend be- 
sprochen. Klügel erkennt die Sorgfalt und den Scharfsinn Saccheris 
an. Jedoch haben sie, so urteilt er sehr richtig, nicht zum Ziele ge- 
führt, denn die Widersprüche, zu denen Saceheri gelangt, beruhen teils 
auf einem unzulässigen Gebrauch des Unendlichen, teils sind sie auf 
unrichtige Vorstellungen über die Erzeugung von Curven durch die 
Bewegung eines Punktes zurückzuführen. 

Auch spiiter ist Saccheris Werk nicht ganz in Vergessenheit 
geraten; wir finden es erwähnt in C. F. A. Jacobis Dissertation 1824, 
in Camerers Euklidausgabe 1824, und in den Gymnasialprogrammen 
von Thiermaun 1862 und Maier 1875. Auch hier wird Saccheris 
„grofse Sorgfalt und erfinderischer Scharfsinn" gepriesen, indessen ver- 
missen wir überall ein genaueres Eingehen auf das Wesen der Sache. 
Erst Beltrami hat im Jalire 1889 nachdrücklich hervorgehoben, dafa 
wir in Saceheri einen Vorläufer Lobatschefskijs zu sehen haben, 
und hat dadurch auch in weiteren Kreisen den Namen seines Lands- 
mannes bekannt gemacht. 

Beltrami hatte damals mitgeteilt, dafs der Josniteupater Manga- 
notti eine neue Ausgabe des Euclides ab omni naevo vindieatus 
vorbereite; diese Absicht ist jedoch bis jetzt nicht zur Aueführung 
gekommen. Eine englische Übersetzung des ersten Buches hat G eorge 
Bruce Halsted im American Mathematical Monthlj begonnen, 
und es sind von Juni bis Deeemher 1S94 die ersten dreizehn Lehrsätze 
erschienen. Wir haben uns hei unsrer Übersetzung möglichst eng 
an das Original gehalten und sind ihm auch da gefolgt, wu es möglich 
gewesen wäre, durch den Gebrauch modemer Ausdiucke emp kuizeie 
und vielleicht auch leichter verständliche Fassung zu eizielen, denn nui 
so glaubten wir dem historischen Standpunkte unaers Buches gerecht 
zu werden. 
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Vorwort an den Leser*). ix 

Wer überhaupt Mathematik gelernt hat, würdigt die hohen Vor- 
züge der Elemente Euklids. Hierfür kann ich als aueerlesene Zeugen 
Archimedes, Apollonius, Tlieodoaius anführen und aufserdem beinahe un- 
zählig viele andere mathematische Schriftsteller bis auf die Gegenwart, 
die Euklids Elemente als die längst feststehende und Yollkommen uner- 
schütterliche Grundlage benutzen. Freilich hat dieses grofae Anseheu 
nicht hindern können, dafs viele alte wie neue und zwar angesehene 
Geometer behaupteten, sie hätten in diesen so schönen und niemals 
genug gepriesenen Elementen gewisse Makel gefunden, und zwar nennen 
sie drei solche Makel, die ich sogleich anführe. 

Der erste betrifft die Erklärung der Parallellinien und in Ver- 
bindung damit das Axiom, das bei Clavius das dreizehnte des ersten 
Buches ist, wo Euklid sagt: Werden zwei gerade Linien, die in 
derselben Ebene liegen, von einer dritten geschnitten, und 
sind die inneren Winkel, die sie auf der einen Seite bilden, 
zusammen kleiner als zwei Hechte, so müssen beide Linien, 
nach dieser Seite ins Unendliche verlängert, zusammen- 
treffen. 

Gewifs zweifelt niemand an der Wahrheit dieser Behauptung, viel- 
mehr wird Euklid nur deshalb getadelt, weil er dafür den Namen Axiom 
gebraucht hat, als wenn sie schon bei richtigem Verständnis ihres 
Wortlautes von selbst einleuchtete. Nicht wenige haben daher ver- 
sucht (während sie im übrigen Euklids Erklärung der Parallelen bei- 
behielten) dieses Axiom aus schlief slich auf Gnind der Sätze des ersten 
Euklidischen Buches zu beweisen, welche dem neunundzwanzigsten vor- 
angehen, denn bei diesem wird das strittige Axiom zum ersten Male X 
angewendet. 

Da aber wiederum die Versuche der Alten in dieser Frage nicht 
vollständig zum Ziele au führen scheinen, so ist es gekommen, dafs 



*) [Seite ni— V enthält die Widmung, 8. VII die Dnickerlaubnia des Pco- 
vincials in Mailand vom 16. Aug. IT^-j;-!, S. Vlil die Iliuckerlanbnia der Inqaisition 
vom 13. JuU 1733.] 
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viele aiisge zeichnete Geometer der folgenden Zeiten sich dieselbe Auf- 
gabe gestellt und eine neue Erklärung der Parallelen für notwendig 
befunden haben. Während also Euk'id parallele Gerade als solche er- 
klärt, die in derselben Ebene liegen und, wenn sie nach 
beiden Seiten ins Unendliche verlängert werden, einander 
niemals treffen, so setzen sie an Stelle der letzten Worte der eben 
angeführten Erklärung diese anderen: die immer gleiche Ent- 
fernung von einander haben, aodafs nämlich alle Lote, die von 
beliebigen Punkten der einen auf die andere gefällt werden, immer 
einander gleich sind. 

Hieraus aber entspringt ein nencr Zwiespalt. Einige nämlich, 
und zwar die scharfsinnigeren, suchen das Vorhandensein der so er- 
klärten Parallellinien zu beweisen und schreiten von da aus zum Be- 
weise jenes Axioms, das, so wie es Euklid ausspricht, strittig ist; 
denn auf ihm beruht ja von jenem iieunundzwanzigsten Satze des 
ersten Euklidischen Buches an (mit sehr wenigen Ausnahmen) die 
ganze Geometrie. 

Andere aber nehmen (nicht ohne einen groben Verstofs gegen 
die strenge Logik) parallele Geraden dieser Art, nämlich gleich weit 
von einander entfernte, von vorn berein als gegeben an, um von 
da aus zum Beweise der anderen Sätze überzugehen. 

Dies genüge, um den Leser auf das vorzubereiten, was den Gegen- 
stand des ersten Buches meiner Abhandlung bilden wird, denn eine 
ausführlichere Erklärung alles eben Gesagten wird in den Anmerkungen 
hinter dem Lehrsatze XXI dieses Buches gegeben werden. 

Ich teile dieses Buch iu zwei Teile. Li dem ersten werde ich 
jenen älteren Geometern folgen und mich demnach nicht um die 
Natur oder den Namen derjenigen Linie bekümmern, die in allen 
ihren Punkten von einer angenommenen geraden Linie gleich weit 
entfernt ist. Ich werde vielmehr blofe darauf ausgehen, das strittige 
Euklidische Axiom ohne jeden Zirkelschlufs klar zu beweisen. Daher 
werde ich von den früheren Sätzen des ersten Euklidischen Buches 
weder den sieb enund zwanzigsten noch den achtundzwanzigsten jemals 
benutzen, ja nicht einmal den sechzehnten oder siebzehnten, aufser 
wo es sich deutlich um ein auf allen Seiten begrenztes Dreieck 
XI handelt. Dann werde ich in dem zweiten Teile, um eine neue Be- 
t^tUtigung desselben Axioms zu geben, beweisen, dafs die Linie, die in 
allen ihren Punkten von einer angenommenen geraden Linie gleich- 
weit entfernt ist, nur eine gerade Linie sein kann. Dafs aber bei 
dieser Gelegenheit die ersten Grundsätze der Geometrie einer strengen 
Prüfung zu unterwerfen sein werden, sieht jeder 
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Ich gehe zu den beiden anderen Makeln Aber, die man Euklid 
vorgeworfen hat. Der erste bezieht sich auf die sechste Erklärung 
des fünften Buches über proportionale Gröfsen, der zweite auf die 
ftofte Erklärung dea sechsten Buches über die ZusaiHiuensetzmig tou 
Verhältnissen, Es wird das einzige Ziel meines zweiten Buches sein, 
die erwähnten Euklidischen Erklärungen eingehend zu erörtern und 
zugleich zu zeigen, dafs Euklids Ruhm hier mit Unrecht angegriffen 
worden ist. 

Es ist in<Ies nützlich, noch zu bemerken, dafs ich bei dieser Ge- 
legenheit ein gewisses Axiom beweisen werde, das in der ganzen 
Geometrie mit Sicherheit angewendet werden kann, ohne dafs ich jener 
Forderung bedarf, die, wie mir scheint, von Erklärern unter dein 
Namen eines Axioms eingeschoben woi'den ist, und deren Gebrauch 
vom achtzehnten Satze des fünften Buches an beginnt. 
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XII An Stelle eines fnlialtsverzeiclinisses glaulte icli Folgendes 
hinzufügen zn sollen. 

1. Im Lehrsätze I und II des ersten Buches werden zwei Grund- 
sätze aufgestellt, mit deren Hilfe in III und IV bewiesen wird, dafs die 
inneren Winkel an der Verbindungsgeraden zwischen den Endpunkten 
gleicher Senltr echten, die in zwei Funkten einer anderen Geraden, 
der Grundlinie, nach derselben Seite (in derselben Ebene) errichtet 
werden, nicht nur einander gleich, sondern aufserdem entweder rechte 
oder stumpfe oder spitze sind, jena-chdem jene Verbindungsgerade der 
genannten Grundlinie gleich ist oder kleiner oder gröfser ist als diese, 
und umgekehrt. von s. i ob, 

5i. Hieraus wird Veranlassung genommen, drei verschiedene Hypo- 
thesen zu unterscheiden, erstens die des rechten "Winkels, zweitens die 
des stumpfen und drittens die des spitzen. Von diesen Hypothesen 
wird in den Lehrsätzen V, VI und VII bewiesen, dafs jede unter ihnen 
immer allein die richtige ist, sobald sie sich in irgend einem beson- 
deren Falle als richtig erweist. von s. 5 an. 
3. Nach Einschaltung dreier anderer unentbehrlicher Lehrsätze 
wird in den Lehrsätzen XI, XII und XIII die allgemeine Gültigkeit 
des bekannten Axioms für den Fall bewiesen, dafs ausschliefshch die 
beiden ersten Hypothesen, die des rechten Winkels und die des stumpfen 
Winkels, berücksichtigt werden, und endlich wird in Lehrsatz XIY 
die vollständige Unrichtigkeit der Hypothese des stumpfen Winkels 
nachgewiesen. Und von jetzt an beginnt ein langwieriger Kampf gegen 
die Hypothese des spitzen Winkels, die allein der Wahrheit jenes 
Axioms entgegensteht. von s, lo m. 
XIU 4. Daher wird in den Lehrsätzen XV und XVI bewiesen, daTs 
der Ileihe nach die Hypothese des rechten Winkels oder die des 
stumpfen oder die des spitzen durch irgend ein geradliniges Dreieck 
bedingt wird, dessen drei Winkel zusammen der Reihe nach gleich 
zwei Hechten sind oder grÖfser oder kleiner, und in ähnlicher Weise 
durch irgend ein geradliniges Viereck, dessen rier Winkel zusammen 
der Eeihe nach gleich vier Hechten sind oder grofser oder kleiner. 

5. Es folgen fünf weitere Lehrsätze, in denen andere Kennzeichen 
zur Unterscheidung der wahren Hypothese von den falschen abgeleitet 
werden. von s. as an. 
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6. Hier kommen vier wichtige Anmerkungen hinzu. In der 
letzten wird eine gewisse geometrische Figur erMärt, an die Euklid 
vielleicht gedacht hat, um sein Axiom als an und für sich einleuchtend 
hinzustellen. In den drei vorhergehenden wird nachgewiesen, dafs die 
früheren Versnciie ausgezeichneter Geometer ihr Ziel nicht erreicht 
haben. Weil aber das strittige Axiom ganz streng bewiesen werden 
kann, wenn man von vornherein voraussetzt, dafs es zwei gerade 
Linien giebt, die gleiche Entfernung von einander haben, so 
macht der Verfasser dort darauf aufmerksam, dafs eine solche Vor- 
aussetzung einen offenbaren Zirkelschlufs enthält. Und wenn man 
sich hier auf die allgemein verbreitete Überzeugung und auf die Ge- 
wifsheit der Erfahrung berufen will, so macht er wiederum darauf 
aufmerksam, dafs man sich nicht auf Versuche berufen darf, die un- 
endlich viele Punkte betreffen, da ein Versuch in Bezug auf irgend 
einen Punkt genügen kann. An dieser Stelle bringt er drei eigene, 
unwiderlegliche physikalisch -geometrische Beweismethoden, von s. ks an. 

7. Es bleiben bis zum Ende des ersten Teiles dieses Buches noch XIV 
zwölf Lehrsätze übrig. Die einzelnen Behauptungen gebe ich nicht 

an, weil sie zu verwickelt sind, sondern sage nur, dafs dort endlich 
die widerspenstige Hypothese des spitzen Winkels einer offenbaren 
Um-ichtigkeit überführt wird, weil sie nämlich zwei gerade Linien 
zulassen müfste, die in einem und demselben Punkte in derselben 
Ebene ein gemeinsames Lot hätten. Dafs dies der Natur der ge- 
raden Linie widerstreitet, wird auf Grund von fünf Hilfssätzen be- 
wiesen, in denen die fünf hauptsächlichsten Axiome der Geometrie 
enthalten sind, die sich auf die gerade Linie und den Kreis beziehen, 
nebst den zugehörigen Forderungen. von s. 48 an. 

8. Der zweite Teil enthält sechs Lehrsätze. In ihm wird (bei 
der Hypothese des spitzen Winkels) die Beschaffenheit der Linie unter- 
sucht, die in allen ihren Punkten von einer angenommenen geraden 
Linie die gleiche Entfernung hat. Es wird auf viele Arten gezeigt, 
dafs sie der gegenüberliegenden Grundlinie gleich ist, woraus sieh mit 
vollständiger Sicherheit die Unrichtigkeit der erwähnten Hypothese 
ergiebt. Deshalb wird endlich in dem letzten Lehrsatze XXXIX voll- 
kommen streng jenes berühmte Euklidische Axiom bewiesen, auf dem 
ja (wie jedermann weifs) die ganze Geometrie beruht, vans. s7an[iiias.ioij. 

[Nunmehr folgt der Inhalt des Kweiten Buches, das hier nicht in Betracht 
kommt. Auf S. XVI beündet sich noch ein Druckfehler Verzeichnis.") 
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Euklid 

von jedem Makel "befreiet. 

Erstes Bucli, 

worin bewiesen wird: 
WerJen zwei gerade Linien, die in derselben Ebene liegen, 
von einer dritten geschnitten, nnd sind die von dieser auf 
derselben Seite gel>ildeten inneren Winkel zusammen kleiner 
als zwei Rechte, so treffen die beiden Linien, ins Unendliche 
verlängert, schliefslich auf dieser Seite zHäammen. 



Erster Teil. 

Lehrsatz I. Wmn ztvei gleiche gerade Linien (Fig. 1) ÄG und BD 
mit der Geraden AB auf derselben Seite gleiche Wirikel büdm, so heTum^ie 
ich, dafs die Winlid an der Verbindungslinie CD 
einander gleich sind. 

Beweis. Man ziehe AD und CB und betrachte 
die Dreiecke CAB und DBA. Ihre Grundlinien 
CB und AD sind (nach I. 4*)) sicher gleich. 
Darauf betrachte man die Dreiecte ACD und 
BDC Die "Winkel ACD und BDC sind (nach 
I. 8) aichei j,leich Was zu beweisen war. 

Lehrsatz II Hat man ein äoldtes Yierech ABDC und haUneii die 

2 Satai AB und CD (Fig. ^) in dm Punkten M und H, so behaupte idi, 

ttajs die Wmlel uti der Verlnndiinqslmie MHaiif leiden Seiten rechte sind. 




') |1 4 bedeutet; Satz i les ersten B dos iler Euklid iaclieii Elemente.] 
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Man ziehe AR und BH, sowie CM und DM. Da in 
dem Viereck die Winkel A nnd S gleich sein solien, und da 
ebenso (nach dem TOrhergehendeß Lehrsatze) die Winkel C und D 
gleich sind, so folgt aus 1. 4 (da die Gleich- 
heit der Seiten schon bekannt ist), dafs in 
den Dreiecken CAM und DBM die Grund- 
linien CM und DM gleich sind, und ebenso 
in den Dreiecken ACSund SDUdis Grund- 
linien AH und BI{. Vergleicht man daher 
die Dreiecke CHM und DHM und ebenso 
die Dreiecke AMHumA UM II mit einander, 

so ergiebt sieh (aus L 8), dafs die Winkel zu beiden Seiten der 
Punkte M und H einander gleich und daher rechte sind. Was zu 




Lehrsatz lU. Wenn swei gleiche gerade Linien AC muJ BD (Fig. 3) 
auf irgend einer Geraden AB senkredd stellen, so heliaupte ich, dafs 
die Verbindungslmie CD entweder gleich AB oder Heiner oder grofser ist, 
jenachdem die Winicel an CD rechte oder stumpfe oder spitee sind. 

Beweis des ersten Teiles. Sind die beiden Winkel C und D 
rechte, so sei, wenn das überhaupt möglich ist, die eine der beiden 
Geraden, etwa DC, gröfser als die andere BA Man nehme auf DC 
das Stück DK gleich BA an und ziehe 
AK. Da nun die gleich langen Geraden 
BA und DK auf BD senkrecht stehen, 
so sind (nach Lehrsatz I) die Winkel 
BAK und DKA gleich. Das ist aber 
widersinnig, da nach der Konstruktion 
der Winkel BAK kleiner ist als der 
Winkel BAC, der als rechter voraus- 
gesetzt wurde, und da der Winkel DKA mg. a. 
nach der Konstruktion Aufsenwinkel und 

somit (nach I. 16) gröfser ist, als der imiere gegenüberliegende Winkel 
DCA, der ein Rechter sein sollte. Mithin ist keine der genannten 
Geraden DC und BA gröfser als die andere, sobald die Winkel an 
der Verbindungslinie CD rechte sind, und daher sind sie einander 
gleich. Was an erster Stelle zu beweisen war. 

Beweis des zweiten Teiles. Wenn aber die "Winkel an der Ver- s 
bindungslinie CD stumpf sind, so halbiere man AB und CD in den 
Punkten M und H und ziehe MK. Da nun (nach dem vorhergehenden 
Lehrsätze) die beiden Geraden AM und CH auf der Geraden 3IH 
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senkrecht stehen, und da der Winkel A an der Verhindungslinie AC 
ein Rechter sein sollte, so iat ("nach Lehrsatz I) die Gerade CH nicht 
gleich AM, denn in C ist kein rechter Winkel vorhanden*). 

Sie kann aber auch nicht gröfser sein. Sonst -wären nämlicli, 
wenn man auf HC das Stück KU gleich AM annähme, (nach Lehr- 
satz I) die Winkel an der Verbindungslinie AK gleich. Das ist 
aber, wie vorhin, widersinnig. Denn der Winkel MAK ist kleiner 
als ein Rechter, und der Winkel HKA ist (nach I. 16) gröfser als der 
innere gegenüberliegende Winkel HGA, der als stumpf vorausgesetzt 
wurde**). Daher bleibt nur Übrig, dafs CH kleiner ist als AM, sobald 
die Winkel an der Verbindungslinie CD als . stumpf vorausgesetzt 
werden, und deshalb ist CD, das Doppelte der ersten Linie, kleiner als 
AB, das Doppelte der zweiten. Was an zweiter Stelle zu beweisen war. 
Beweis des dritten Teiles. Sind endlich die Winkel an der Ver- 
bindungslinie CD spiU, so zieht man in derselben Weise (nach dem 
vorhergehenden Lehrsatj;e) die Senkrechte MH und verfährt, wie folgt: 
Da die beiden Geraden AM und CH auf der Geraden MH 
senkrecht stehen, und da der Winkel A an der Verbindungslinie AO 
ein Rechter sein sollte, so ist (wie vorhin) die Gerade CH nicht 
gleich AM, denn in G ist kein rechter Winkel vorhanden**). 

Sie kann aber auch nicht kleiner sein. Sonst wären nämlich, wenn 
man HC verlängerte und HL gleich AM annähme, (wie vorhin) die 
Winkel an der Verbindungslinie AL 
gleich. Das ist aber widersinnig. Denn 
der Winkel MAL ist nach der Kon- 
struktion gröfser als MAC, der als rech- 
ter angenommen war, und der Winkel 
HLA ist nach der Konstruktion ein 
innerer gegenüberliegender Winkel und 
somit (nach 1. 16) kleiner als der Äufsen- 
i.'ij. ?,, winkel HCA, der als spitz angenommen 

war. Daher bleibt nur übrig, dafs CH 
gröfser ist als AM, sobald die Winkel an der Verbindungslinie CD 
spitz sind, und deshalb i%t CD, das Doppelte der ersten Linie, gröfser als 
AB, das Doppelte dei zweiten Was an dritter Stelle zu beweisen war. 
Demnach mufs die Veibindungslmie CD gleich AB sein oder kleiner 

*) [Besaei wäre e^, zu sagen ilena die Wmkel in A und C sind nicht gleicli.] 
**) [Der Satz vom Aufsenwinkel (I 161, der hier benutzt wird, setzt die un- 
endliche Länge dei genden Linie voraus (vgl die inmerkung au I. 16, S. 11) und 
ist bei der Hjpotheae des stumpfen Winkels nicht allgemein gültig. Deshalb sind 
iiUe hier nnd im Folgenden gegebenen Beweise für fe.it7e, die bei der Hypothese 
defl stumpfen Winkels gelten sollen, ungenügend,] 
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oder gröfser, jenachdem die Winkel an CD rechte oder stumpfe oder 4 
spitze sind. Was zu beweisea war. 

Zusatz I. Eütliält daher ein Viereck drei rechte Winkel uud einen 
stumpfen oder spitzen, so ist in ihm jede dem nicht rechten Winkel 
anliegende Seite kleiner als die gegenüberliegende, wenn der Winkel 
stumpf ist, wenn er aber spitz ist, gröfser. Denn für die Seite CH, 
im Vergleich zu der gegenüberliegenden Seite AM, ist das schon be- 
wiesen, lind auf ähnliehe Art zeigt man es von der Sei'eÄC, im A^'er- 
gleich zu der gegenüberliegenden Seite MH. 

Da nämlich die Geraden ^C und MS auf AM senkrecht stehen, 
so können sie wegen der Ungleichheit der Winkel an der Verbindungs- 
linie CS (nach Lehrsatz I) nicht gleich sein. Es kann aber auch 
nicht (bei der Annahme eines stumpfen Winkels in C) ein Stück AN 
von ÄC gleich MS sein, indem nämlich AC gröfser wäre, als diese 
Gerade, denn sonst wären die Winkel an der Verbindungslinie HN 
(wieder nach Lehrsatz I) gleich, was widersinnig ist, wie vorhin. 

Nähme man aber wiederum an (wenn der Winkel im Punkte C 
spitz ist), dal'a eine auf der Verlängerung von J.G gewählte Gerade AX 
gleich MH wäre, indem nUmlich AC kleiner wäre als diese Gerade, so 
wären aus demselben Grunde die Winkel an HX gleich, was, ebenso 
wie vorhin, ganz widersinnig ist. 

Daher bleibt nur übrig, dafs bei der Annahme eines stumpfen 
Winkels im Punkte C die Seite AC kleiner ist als die gegenüber- 
liegende Seite MS, bei der Annahme eines spitzen Winkels aber 
gröfser. Was behauptet war. 

Zusatz II. Noch viel gröfser aber ist CM als irgend ein Stück 
von AM, zum Beispiel als PÜf, wenn nämlich die Verbindungshnic 
er mit CH auf der Seite des Punktes H einen noch spitzeren Winkel 6 
und mit FM auf der Seite des Punktes M (wegen T. 16) einen 
stumpfen Winkel bildet*). 

Zusatz III. Alles dies gilt ferner nicht blofs, wenn wir den an- 
genommenen Loten AC und JiD eine bestimmte Länge beilegen, 
sondern auch, wenn sie unendlich Idein sind oder als unendlich Mein 

*) [Dieser Zusatz I! des Lehrsatzes 111 wird später mehrfach heniitzt und zwar 
in der Bedeutung, dafs bei jedem Viereck HGFM, bei dem die Winkel in H 
und M rechte sind, während in C em spitacr, in P ein Stampfer Winkel vor- 
handen ist", FM kleiner als CM sein mufs. Aus der Fassung des Zusatzes ist 
das nicht ohne Weiteres klar, aber der Jletvein des driften Teiles l&fst sich in der 
That auS jedes derartige Viereck BCFM anwen.len. 
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; werden. Es ist zweckmäfsig, sich das bei den folgenden 
Lehrsiit/rn zu merken. 

Lehrsatz IV. Umgekehrt aber sind (in derselben Figur, wie hei dem 
vorhergehend!^ Lehrsätze) die Winl-el an der Yerbimhingslinie CD rechte 
oder stumpfe oder spitze, je naehdem die Gerade CD gleieli der gegen- 
iiberlicgenden AB ist oder Meiner oder grüfser. 

Beweis. Wenn nämlich die Gerade CD der gegenüberliegenden 
AD gleich, ist, und nichtsdestoweniger die Winkel an ihr stumpf oder 
spitz sindj so beweisen gerade diese Winkel (nach dem vorhergehenden 
Lehrsatze), dafs sie der Gegenseite AS nicht gleich ist, sondern kleiner 
oder gröfser, was gegen die Annahme verstüfst. 

Dasselbe gilt in gleicher Weise für die übrigen Fälle. 

Die Winkel an der Verbindungslinie CD sind demnach sicher 
rechte oder stumpfe oder spitze, jenachdem die Gerade CD der gegen- 
überliegenden AB gleich ist oder kleiner oder grofser. Was zu be- 
weisen war. 

Erklärttügen. Weil (nach Lehrsatz I) die Yerbindnngsgerade 
zwischen den Endpunkten gleicher Senkrechten, die auf derselben Ge- 
ratlen errichtet sind (wir werden diese letztere Onmdlinie nennen), 
6 gleiche Winkel mit diesen Loten bildet, so sind infolgedessen drei 
Hypothesen je nach der Art dieser Winkel zu unterscheiden. Und 
zwar werde ich die erste die Hypothese des reeht&i Winlcels nennen, die 
zweite und die dritte aber die Hypothese des stumpfen Winl^ets und die 
Hypothese des spitzen Winkels. 

Lehrsatz V. Wenn die Hypothese des rechten Winkels auch nur in 
eiiteiii Falle richtig ist, so ist sie immer in jedem Falle allein die ricJitige. 
Beweis. Die Tetbindnngslinie CD (Fig. 4) 
bilde rechte Winkel mit irgend zwei gleichen 
Senkrechten AG und BD, die auf irgend einer 
Geraden AB errichtet sind. Dann ist (nach Lehr- 
satz III) CD gleich AB. Man nehme nun auf 
den Verlängerungen von AC und BD zwei Stücke 
CB und DX, die gleich AC und BD sind, und 
ziehe BX. Dann zeigt man leicht, dafa die Ver- 
Fig. .|. bindungslinie RX gleich AB ist, und die Winkel 

an ihr rechte sind. Einmal nämlich, indem man das 
Viereck ABDC, unter Benutzung der gemeinsamen Grundlinie CD, auf 
das Viereck CDXB legt. Eleganter aber verfährt man so. 
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Man ziehe AB und ED. Nun sind {nach I. 4) in den Dreiecken 
ACI) und ECB die Grundlinien AB und EB und ebenso die Winkel 
CBA und CBE sieher gleich. Deshalb sind auch ihre Ergänzungen 
zu einem Rechten, ABB und EBX, gleich. Mithin ist wiederum 
(auch nach I. 4) in den Dreiecken ABB und EBX die Grundlinie 
AB gleich der Grundlinie BX. Folglich sind (nach dem vorher- 
gehenden Lehrsatze) die Winkel an der Verbindungshnie EX rechte, 
und wir kommen daher wieder auf die Hypothese des rechten Winkels*). 

Da nun auf diese Weise, -während die Grundlinie AB beibehalten 
wird, die Länge der Senkrechten bis ins Unendliche vermehi-t werden 
kann**), ohne daTs die Hypothese des rechten Winkels jemals zu be- 
stehen aufhört, so mufs noch bewiesen werden, dafs diese Hypothese 
auch im Falle einer beliebigen Verkleinerung derselben Senkrechten 
immer gültig bleibt. Und das erhärtet man so. 

Man nehme auf AE und BX zwei beliebige gleiche Senkrechte 7 
AL und BK und ziehe LK. Sind die Winkel an der Verbindungs- 
linie LK keine rechten, so sind sie doch (nach Lehrsatz I) gleich. 
Sie sind also auf der einen Seite, etwa auf der von AB, stumpf und 
auf der von RX spitz, denn die Winkel zu beiden Seiten jedes dieser 
Punkte sind (nach L 13) gleich zwei Eechtcn. Aber auch die auf 
EX senkrecht stehenden Geraden LB und KX sind sicher einander 
gleich. Also ist (nach Lehrsatz III) LK gröfser als die gegenüber- 
liegende Seite KX und kleiner als die gegenüberliegende Seite AB. 

Das ist aber widersinnig, denn es ist bewiesen, dafs AB und 
BX gleich smd. Daher bleibt die Hypothese des rechten Winlcels, 
wenn nur die einmal angenommene Grandlinie festgehalten wird, bei 
beliebiger Verkleinerung der Lote unverändert erhalten. 

Aber die Hypothese des rechten Winkels bleibt auch dann un- 
verändert erhalten, wenn man die Grundlinie irgendwie verkleinert oder 
vergröfsert, denn es ist klar, dafs man als Grundlinie jede der Seuk- 
rechten BK oder BX ansehen darf, und dafs man entsprechend AB 
und die gleiche gegenüberliegende Gerade KL, oder auch XE, als Senk- 
rechte ansehen darf. 

Somit steht fest, dafs die Hypothese des rechten Winkels, wenn 
sie auch nur in einem Falle richtig ist, immer in jedem Falle allein 
die richtige ist. Was zu beweisen war, 

*) [Den aweiten Beweis bezeichnet Sacckeri als eleganter, weil ov streng 
Euklidiscli ist Aber auch bei ihm mufs man eine Umklappung um die Grundlinie OD 
vometmen, nämlich AGB auf BCI) legen, sodafa die eigentliche Schwierigkeit 
in Wahrheit bestehen bleibt; TersL auch die Anmerkung zu Euklid L i, S. 8.] 

**) [Man beachte, dafs hier die nnendliche Länge der geraden Linie als etwas 
SelbstverBtändliches hingestellt wird. Vgl. die zweite Anmerkung zu S. 52.] 
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Lehrsatz VI. Wenn die Hy^iofhese des stumpfen WinlKh audi 
nur in ein&n Falle riciiMy ist, so ist sie immer in jedem FaMe aUcin 
die richtige. 

Beweis, Die Verbindungslinie CD (Fig. 5) bilde stumpfe Winkel mit 
irgend zwei gleichen Senkrechten AC und BD, die auf irgend einer Ge- 
raden AB errichtet sind. Dann ist (nach Lehrsatz III) 
1^ CD kleiner als AB. Man verlängere AC und BD, 
nehme auf ihnen irgend zwei einander gleiche Stücke 
CR und DX. an und ziehe ifX. Jetzt untersuche 
ich die Winkel an der Verbindungslinie BX., die ja 
(nach Lehrsatz I) einander gleich sind. 

Wenn sie stumpf sind, haben wir unsre Be- 
hauptung. Sie sind jedoch auch keine Rechten, weil 
Fi«. 6. wir dann einen Fall der Hypothese des rechten 

Winkels hätten und also (nach dem vorhergehenden 
Lehrsätze) für die Hypothese des stumpfen Winkels kein Platz übrig 
bliebe. Sie sind indea auch nicht spitz. 

Dann wäre nämlich (nach Lehrsatz III) jRX grÖfser als AB 
luid daher noch viel gröfser als CD. Dafs dies jedoch nicht eintreten 
kann, zeigt man so. Denkt man sich das Viereck CDXB mit Ge- 
raden angefüllt, die von CR und DX gleiche Stücke abschneiden, so 
zieht dies nach sich, dafs man von der Geraden CD, die kleiner als 
AB ist, zu der grüfseren Geraden BX nur durch Vermittelung einer 
gewissen, AB gleichen Geraden ST übergehen kann*). Dafs hierin 
aber bei dieser Hypothese ein Widerspruch liegt, geht daraus hervor, 
dafs man alsdann (nach Lehrsatz IV) einen Fall für die Hypothese 
des rechten Winkels hätte, der (nach dem vorhergehenden Lehrsatze) 
für die Hypothese des stumpfen Winkels keinen Platz übrig liefse. 
Mithin müssen die Winkel an der Verbindungslinie ItX stumpf sein. 
Nimmt man weiter auf AC und BD selbst gleiche Stücke AL 
und BK an, so läfst sich in ähnlicher Weise zeigen, dafs die Winkel 
an der Verbindungslinie LK auf der Seite von AB nicht spitz sein 
können. Sonst wäre nämlich diese Verbindungslinie gröfser als AB 
und daher noch viel gröfser als CD. Hieraus aber fände man, wie 
vorhin, eine Zwischenlinie zwischen CD, das kleiner, und LK, das 
gröfser als AB ist, eine Zwisehenlinie sage ich, die gleich AB ist, 
und die liefse, wie schon bekannt, für die Hypothese des stumpfen 
Winkels überhaupt keinen Platz. Endlich können aus demselben 



*) [Hierbei wird nämlich stillschweigend voran ageaetzt, dafs die Lüjige der 
Geraden bei dem Übergange von CD nach MX sich stetig ändert. Die Be- 
hauptung ist jcdocli, wie Lambert g-ezeigthat, Ton dieser Vorauasetzung unabhängig.] 
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(Jnintle die Winkel an der Verbindungslinie LK keine recliten sein. 
Folglich sind sie stumpf. 

Wenn also auf derselben Grundlinie Ali die Senkreebten beliebig 
vergröfserb oder verkleinert werden, so bleibt stets die Hypothese des 
stumpfen Winkels erbalten. 

Dasselbe mnfs aber auch gezeigt werden, wenn die Grundlinie be- 
liebig angenommen wird. Zur Grundlinie wähle man (Fig. 6) irgend 
eine der genannten Senkreebten, zum Beispiel BX. Man halbiere 
AB und 2fX in den Punkten M und H und ziehe ~ 

MH. Dann steht (nach Lehrsatz II) MH senk- 
recht auf AB und auf i?X. Nun ist, nach unsrer 
Annahme, der Winkel beim Punkte B ein rechter, 
der beim Punkte X, wie schon bewiesen, ein 
stumpfer. Man mache also den Winkel BXP auf 
der Seite von MS gleich einem Rechten. Dann 
trifft XP die Gerade MH in einem gewissen 
Punkte P, der zwischen den Punkten M und S'liegt, 
denn erstens ist der Winkel BXS stumpf, und 
zweitens ist, wenn noch XM gezogen wird, (nach 
1.17) der Winkel BXJlf spitz. Weiter aber enthält das Viereck Xi/Jl/P, 
wie schon bekannt, drei rechte Winkel und (nach I. 16) im Punkte P 
einen stumpfen, denn dieser ist Aufsenwinkel für den inneren, gegen- 
überliegenden rechten Winkel an der Ecke S des Dreiecks PHX. 
Mithin ist die Seite XP (nach Zusatz I hinter Lehrsatz III) kleiner 
als die gegenüberliegende Seite B3I. Nimmt man daher auf BM 
ein Stück BF gleich XP an, so sind (nach Lehrsatz I) die Winkel 
an der Verbindungslinie PF einander gleich, und zwar stumpf, da 
der Winkel BFP (nach I. 16) stumpf ist wegen des inneren gegen- 
überliegenden rechten Winkels FMP. Mithin besteht für jede be- 
liebige Grundlinie BX die Hypothese des stumpfen Winkels. 

Es gilt aber, wie vorhin, dieselbe Hypothese auch, wenn unter 
Beibehaltung der Grundlinie BX die gleichen Senkrechten beliebig 
vergrölsert oder verkleinert werden. Demnach steht fest, dafs die 
Hypothese des stumpfen Winkels, wenn sie auch nur in einem Falle 
richtig ist, immer in jedem Falle allein die richtige ist. Was zu be- 
weisen war. 

Lehrsatz Vn. Wenn die Hypothese des spitzen Winkels auclh mir in 
ehtem Falk richtig ist, so -ist sie immer in jedem Falle allein die richtige. 

Der Beweis ist sehr leicht. Wäre nämlich mit der Hypothese 
des 'spitzen Winkels auch nur irgend ein Fall einer der beiden Hypo- 
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thesen des rechten oder des stumpfen Winkels verträglicli, so bliebe 
10 (nach den beiden vorhergehenden Lehrsätzen) tein Platz für eben 
diese Hypothese des spitzen Winkels, was widersinnig ist. Wenn also 
die Hypothese des spitzen Winkels auch nur in einem Falle richtig 
ist, so ist sie immer in jedem Falle allein die richtige. Was zu be- 
weisen war. 

Iiöhrsatz Vm. Gegeben sei irgend ein Dreiec!.- ABB (Fit/. 7), das 
in B rcdtkvinJdig ist. Man verlängere DA bis m einem heliebigmt 
Punkte X und melie dur(Jt A, auf AB senJcreeht, HA C, wo S innerhalb 
des WwJcels XAB liege. Jdi heliauptc, dafs der äufsere Wirbel XAM 
gleich dem itmcren gcgenüherlicgmden Winicel ABB oder Meiner oder gröfser 
eds dieser ist, jenaduJem die B^aothese des recMen WüikeU oder die des 
stumpfen Winfcels oder die des spitsen Wif^els richtig ist. Und umgekehrt. 
Beweis. Man nehme auf HC eia Stück AG gleich BD an und 
ziehe CB. Dann ist bei der Hypothese des rechten Winkels (nach 
Lehrsatz III) CB gleich AB. Daher ist (nach I. 8) 
der Winkel ABB gleich dem Winkel BAC oder 
dem (nach 1. 15) ebenso grofsen Winkel XAH. 
AVas an erster Stelle zu beweisen war. 

Weiter ist bei der Hypothese des stumpfen 

Winkels (wieder nach Lehrsatz III) CB kleiner 

iils AB. Daher ist in den Dreiecken ABB und 

BAC (nach L 25) der Winkel BAC oder (sein 

yvi. 7. Scheitelwinkel) XAH kleiner als der Winkel 

ABB. Was an zweiter Stelle zu beweisen war. 

Endlich ist bei der Hypothese des spitzen Winkels (wieder nach 

Lehrsatz IH) CB gröfser als die Gegenseite AB. Daher ist in den 

erwähnten Dreiecken (wieder nach I. 25) der W^inkel BA C oder (sein 

Scheitelwinkel) XAH gröfser als der W'inkel ABB. Was an dritter 

Stelle zu beweisen war. 

Ist aber umgekehrt der Winkel GAB oder sein Scheitelwinkel 
XAH gleich dem inneren gegenüberliegenden Winkel ABB, so ist 
(nach I. 4) die Verbindungslinie GB gleich AB, und deshalb (nach 
1 Lehrsatz IV) die Hypothese des rechten Winkels richtig. 

Wenn dagegen der Winkel CAD oder sein Scheitelwinkel XAH 
kleiner oder gröfser ist, als der innere gegenüberliegende Winkel ABB, 
so ist (nach I. 24) auch die Verbindungslinie CD kleiner oder gröfser 
als AB, und deshalb ist (nach Lehrsatz IV) jenachdem die Hypo- 
these des stumpfen oder die des spitzen Winkels richtig, und das 
ist alles, was zu beweisen war. 
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Lelirsatz Dt. In jedem rechtwinkligen Dreieck sind äie beiden übrigen 
spitscit Winicel susammengenmnmcn glcidi einein Eechten hei der Sypo- 
tJiese des rechten Wvtkels, gröfser als ein Beehter lei der Hypothese des 
stumpfen Winkels und Jdeiner als ein Eecliter bei der HypoGiese des 
spitscn WivJiels*). 

Beweis. Ist nämlich der Winkel XAH (in derselben Figur, wie 
bei dem vorhergelientleu Lehrsätze) gleich dem Winkel ÄDB (verstellt 
sich, bei der Hypothese des rechten Winkels, nach dem vorher g eh emien 
Lehrsatze), so ergiebt der Winkel ABB mit dem Winkel HAB zu- 
sammen zwei Rechte, da ja (nach I. 13) der schon genannte Winkel 
XAH mit demselben Winkel HAB zwei Hechte ergiebt. Also bleibt, 
wenn man den rechten Winkel HAB wegnimmt, die Summe der 
Winkel ABB und BAB gleich einem Rechten. Das war das Erste. 

Ferner aber, ist der Winkel XAH (versteht sich, bei der Hypo- 
these des stumpfen Winkels, nach dem vorhergehenden Lehrsätze) 
kleiner als der Winkel ABB, so ergiebt der WinkelJ.Z>5 zusammen 
mit dem Winkel HAB mehr als zwei Rechte, da der Winkel XAH 
(wieder nach L 13) mit diesem zusammen zwei Rechte ergiebt. Also 
bleibt, wenn man den rechten Winkel HAB wegnimmt, die Summe der 
Winkel ABB und BAB gröfser als ein Rechter. Das war das Zweite. 

Endlich, ist der Winkel XAH (versteht sieh, bei der Hypothese 
des spitzen Winkels, nach dem vorhergehenden Lehreatze) gröfser als 
der Winkel ABB, so ergiebt der AVinkel ABB zusammen mit dem 
Winkel HAB weniger als zwei Rechte, da der WinkelX^Ä" (aber- 
mals nach I. 13) mit diesem zusammen zwei Rechte ergiebt. Also l 
bleibt, wenn man den rechten Winkel HAB wegnimmt, die Summe der 
Winkel ABB und BAB kleiner als ein Rechter. Das war das Dritte. 

Lehrsatz X. SteM die Gerade BB (Fig. 8) scnlreeht auf irgend 
einer Geraden ABM, tmd ist die Verbindtingslinic BM größer als die 
VerUndtmgslinie BA, so ist auch die Grundlinie BM größer als die 
GniiiäHnie BA, und mngekehrt 

Beweis. Zunächst sind diese Grundlinien nicht einander gleich, 
denn sonst wären (nach L 4), gegen die Voraussetzung, auch AB und 
BM einander gleich. Es ist aber auch BA nicht gröfser als BM. 

') [Saccheri sagt „die beiden übrigen spitzeu Winkel", indem er I. 17 be- 
nutat, wonach die Summe zweier Dreiecks winkel stets kleiner als zwei Rechte 
ist. Lässt man aber die Hypothese des stumpfen Winkels eu, so gilt der Sata 
I. 17 nicht mehr, denn et ist ja eine unmittelbare Folge des Satzes I. 16 über 
den Aufsenwinkel. In der That beweist Saccheri später, in Lehrsatz XIV, dafs 
die Sypotliese des sfwnpfen Winkels sieh selbst serstört, indem sie auf einen Wider- 
spruch gegen I. 17 führt. VergL auch die zweite Anmerkung auf S. 52,] 
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Sonst wäi-eii nUmlich, wenn man auf BÄ ein Stück BS gleich BM ati- 

niihme und SD zöge, (wieder nach I. 4) die Winkel BSD imd BMD 

gleich. Nun ist (nach 1. 16) der 

Jp. Winkel BSD griifser als der Winkel 



auch der 



BAD. Es wäre 
// ! "•-. Winkel BMD gröfeer als dieser. 

^ ^ / I ^_,^ Das verstölst aber gegen I. 18, da 

j,. g nach der Voraussetzung in dem 

Dreieck JfD^ die Seite Z*ilfgrofser 

ist als die Seite DA. Es bleibt also nur übrig, dafs die Grundlinie 

BM grölser ist als die Grundlinie BA. Das war an erster Stelle zu 

beweisen. 

Wenn zweitens eine der beiden Grundünien, zum Beispiel (um 
die Figur beizubehalten) BA, grÖfser als die andere BM angenommen 
wird, so ist die Verbindungslinie DS, die von BA ein Stück SB 
gleich BM abschneidet, (nach I. 4) gleich der Verbindungslinie DM. 
Femer wird (nach I. 16) der Winkel DSA stumpf und (nach I. 17) 
der Winkel DAS spitz. Deshalb ist (nach I. 19) die Verbindungs- 
linie DA gröfser als die Verbindungslinie DS und auch gröfser als 
die Verbindungslinie DM, die nach der Annahme gleich DS ist. Das 
■war an zweiter Stelle zu beweisen. 

Mithin ist die Behauptung durchaus richtig. 

3 Lehrsatz XI. Eine Gerade AB (von hdiebigcr Länye) schneide 

zwei Gerade PL uitd AD (Fiy. 9), tmd stvar die erste in B unter 




einem rccliten Winlccl, die zweite aber in A unter einmn beliebigen spitiien 
Winkel, der sieh nadi der Seite von PL hin öffnet. Ich hehast^ie, dafs (bei 
der Hypothese des rechten Winl^els) die Geraden AD und PL in 
einein gewissen Punkte, und swar in endlidter oder hegremt&r Entfernung, 
scldiefslich gusammentreffen werden, wenn man sie nach der Seite ver- 
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langeit, wo '•w mit der Grundlinie- AF med Winkel bilden, die m- 
Sfinmien Ueinei bind ah zwei Hechte. 

Beweis. Man verlängere DA nach der andern Seite bis zu einem 
beliebigen Punkte X und zielie durch Ä die Gerade HAC senkrecht 
zu J-P, wo der Punkt S innerhalb des Winkels XAP liegt. Dann 
nehme miui auf der Veil<ingerung von AD nach der Seite von PL 
zwei gleich lange Stieekon AD und DF an und falle auf die Grund- 
linie AF die Lote DB und FM, die wegen I. 17 stets in das Innere 
des spitzen Winkelb DAF fallen. Man ziehe noch DM. Ich mufs 
zeigen, dafs die Veibindungslinie DM gleich DF oder DA wird. 

Zunächst kann DM nicht gröfser als DF sein. Sonst wäre 
nämlich (nach I. 18) der Winkel DMF kleiner als der Winkel DFM 
oder als der diesem gleiche W'inkel XAH (nach Lehrsatz VIII, im Fall 
der Hypothese des rechten Winkels) oder als sein Scheitelwinkel CAD. 
Mithin wäre (da der Voraussetzung nach die Winkel CAM und FMA 
gleich sind, nämlich rechte) der übrig bleibende Winkel DMA 
grijfser als der übrig bleibende Winkel DAM. Das ist aber wider- 
sinnig (gegen I. 18), weil ja DM gröfser als DF oder DA an- 
genommen ist. 

Es ist aber auch DM nicht kleiner als DF. Sonst wäre nämlich 
(auch nach I. 18) der AVinkel DMF gröfser als der Winkel DFM 
oder als der ihm gleiche Winkel XAH (nach dem erwähnten Lehr- 
satze VIU, im Fall der Hypothese des rechten Winkels) oder als 
sein Scheitelwinkel CAD. Mithin wäre wiederum, wie vorhin, der 
übrig bleibende Winkel DMA nicht gröfser sondern kleiner als der i 
übrig bleibende Winkel DAM. Das ist aber widersinnig (auch gegen 
I. 18), weil ja DM kleiner als DF oder DA angenommen wurde. 

Es bleibt daher nur übrig, dafs die Verbindungslinie D3I gleich 
DF oder DA wird. Deshalb sind (nach I. 5) in dem Dreieck DAM 
die Winkel an den Ecken A und M gleich und mithin (nach I. 26) 
in den Dreiecken DDA und DBM, die in D rechtwinklig sind, die 
Grundlinien AD und BM gleich. Darauf aber kam es hier an. 

Da somit (wenn man auf der Verlängerung von AD die Strecke 
AF doppelt so grofs als AD nimmt) das auf die Grundlinie AP ge- 
fällte Lot FM von AP nach P hin eine Grundlinie AM abschneidet, 
doppelt so grofs als die Grundlinie AB, welche das von D aus ge- 
fällte Lot abschneidet, so ist klar, dafs diese Verdoppelung der vor- 
hergebenden Strecke so oft geschehen kann, dafs man auf diese Art 
zu einem Punkte T in der Verlängerung von AD gelangt, bei welchem 
das von ihm auf die Verlängerung von AF gefällte Lot eine Grund- 
linie Ali abschneidet, die gröfser ist als das beliebige, endliche AP- 
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Dies kann jedoch sicher nicht eintreteo, wenn nicht vorher die Ver- 
liingerung von AI) eiuen gewissen Punkt L von PL getroffen hat. 

Wenn nämlich der Punkt T vor jenem Zusammentreffen läge, so 
müfate das Lot TS, dieselbe Gerade PL in einem Punkte K schneiden. 
Dann aber befänden sich hei dem Dreieck KPJl in den Ecken P 
und E zwei rechte Winkel, was gegen I. 17 verstöfst. 

Demnach steht fest, dafs die beiden Geraden AD und PL (im 
Fall der Hypothese des rechten Winkels) einander in einem Punkte 
treffen werden (und zwar in einem endliehen oder begrenzten Abstände), 
wenn sie nach der Seite hin verlängert werden, auf der sie mit der 
Grundlinie AP (von beliebiger, endlicher Länge) zwei Winkel bilden, 
die zusammen kleiner sind als zwei Rechte. Was zu beweisen war. 

5 Lehrsatz XIL Wiederum behaupte icli, dafs midi hei der Hypo- 

these des stumpfen Winkels die Gerade AD irgendwo aufjatci- Seite 
die Gerade PL treffen wird (imd swar in einem endlieken oder be- 
grensten Ahstmide)*). 

Beweis. Ist nämlich, wie hei dem vorhergehenden Lehrsatze, DF 
gleich AD gemacht [Fig. 10] und sind die schon bekannten Lote ge- 
fällt, so mufs ich zeigen, dafs die Verbindungslinie DM grijfser ist 




als DF oder DA, und dafs mithin (nach Lehrsatz X) BM grofser 
ist als AB. 

Zunächst wird DM nicht gleich DF sein. Sonst wäre nämlich 
(nach I. 5) der Winkel DMF gleich dem Winkel DFM und mithin 
(nach Lehrsatz "VIII, im Fall der Hypothese des stumpfen Winkels) 
gröfser als der äufsere Wiukel XAH oder als sein Scheitelwinkel 
CAF. Mithin wäre (da der Voraussetzung nach die Winkel CAM 
und FMA gleich sind, nämlich rechte) der übrigbleibende Winkel 
DMA kleiner als der übrigbleibende Winkel BAM. Das verstöfst 
aber gegen L 5, weil ja DM gleich DF oder DA sein sollte. 

*) [Dieser Satz ist richtig, während der folgende Beweis heanatandet werdeo 
jnufa, da, in ihm der Safa; vom Aufsenwinkel (T. 16) verwendet wird, der hei der 
Hypothese des stumpfen Winkels seine Gültigkeit verliert.] 
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Es ist aber DM auch nicht kleiner als BF oder DA, Sonst 
wäre nämlich (nach I. 18) der Winkel BMF gröfser als der Winkel 
BFM und mithin (bei der gegenwärtigen Hypothese des stumpfen 
Winkels) noch viel gröfser als der änfsere Winkel XÄH oder sein 
Scheitelwinkel GAB. Mithin wäre wieder, wie vorhin, der übrig- 
bleibende Winkel BMA viel kleiner als der übrigbleibende Winkel 
DAM. Das veratöfst aber wieder gegen I. 18, weil ja BM kleiner 
sein sollte als BF oder BA. 

Es bleibt also nur übrig, dafs die Verbindungslinie BM gröfser 
ist als DF oder DA, und dafs daher (nach Lehrsatz X) BM gröfser 
ist als AB. Darauf aber kam es hier an. 

Da mitbin, wenn man in der Verlängerung von AB eine Strecke 
AF doppelt so grofs als die Strecke AB nimmt, das auf die Grund- 
linie AP gefällte Lot FM von dieser mehr als doppelt so viel ab- 
schneidet, als das von B auf sie gefällte Lot, so kommt man bei der lo 
Hypothese des stumpfen Winkels noch bei Weitem schneller als vorhin 
bei der Hypothese des rechten Winkels zu einer so grofsen Strecke, 
dafs das von ihrem Endpunkte aus gefällte Lot eine Grundlinie ab- 
sehneidet, die gröfser ist als die beliebig grofse, gegebene AF. Das 
kann aber, wie bei dem vorhergehenden Lehrsatze, nicht eintreten, 
wenn nicht vorher die Verlängerung von AB einen gewissen Punkt 
von FL, und zwar in einer endlichen oder begrenzten Entfernung ge- 
troffen hat. Was zu beweisen war. 

Lehrsatz XIH. Wmn eine Gerade XA (vm beliebig gröfser ge- 
gebener Lunge) die "beiden Geraden AB und XL schneidet wtd mit ihnen 
auf derselben. Seite (Fig. 11) innere Winkel XÄB und AXL bildet, die 
eusanimen Meiner als gwei Rechte 

sind, so heha»j)te ich, dafs diese Jt~— — ^., 

beiden Geraden (auch wenn Iceiner .■"'^ ""•.,, 

von jenen beiden Winkeln ein Seckier ^^ !.___^ — "i-i 

ist) mdlidi in einem Funkte auf der ^ig. n. 

Seite jener Wirbel swsammenireffen 

werden, und zwair in einem endlidten oder hegi-enden Abstände, so&ö/rf 

eine der beiden Sypotliesen entweder die des rechten oder die des 

stumpfen WinJccls besteht*). 

Beweis. Einer der genannten Winkel, zum Beispiel AXL, wird 
spitz sein. Wenn man daher vom Scheitelpunkte des andern Winkels 
auf XL das Lot AF fällt, so liegt es (wegen T. 17) stets im Innern 

*) [Auch hier gilt, was bereits in der Anmerkung ku Lehrsatz XII gesagt 
worden ist.] 
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des spitzen Winkels ÄXL. Da nun in dem Dreieck APX, das bei 
P rechtwinklig ist, die beiden spitzen Winkel PÄX und PXA (nach 
Lehrsatz IX) zusammengenommen nicht kleiner sind als ein Rechter, 
sowohl bei der Hypothese des rechten als bei der des stumpfen 
Winkels, so wird, wenn man diese beiden Winkel von der Summe 
der vorgelegten abzieht, der übrig bleibende Winkel PAB kleiner 
als ein Rechter sein. Mithin sind wir im Falte der beiden vorher- 
gehenden Lehrsätze, da ja eine von beiden Hypothesen, entweder die 
des rechten Winkels oder die des stumpfen Winkels besteht. Dem- 
nach werden (nach denselben Lehrsätzen) die Geraden AD und FL 
oder XL in einem Punkte von endlichem oder begrenztem Abstände 
7 auf der bekannten Seite zusammentreffen, sowohl bei der einen als 
auch bei der andern der vorhin erwähnten Hypothesen. Was zu be- 
weisen war. 

Anmerkung I. Hier möge ein beachtenswerter Unterschied gegen- 
über der Hypothese des spitzen Winkels angemerkt werden. Denn 
bei dieser könnte man das Zusammentreffen derartiger Geraden nicht 
allgemein beweisen, so oft nämlich eine Gerade, die zwei andere 
schneidet, auf einer Seite zwei innere Winkel bildet, die zusammen 
kleiner sind als zwei Rechte. Man konnte es, sage ich, nicht einmal 
dann direkt beweisen, wenn man bei dieser Hypothese das erwähnte 
Zusammentreffen allgemein zuliefse, sobald einer der zwei Winkel ein 
Rechter ist. Denn selbst, wenn die Gerade AD [Fig. 11] auch ihrerseits 
auf AP senkrecht wäre, ein Fall, in dem sie wegen I. 17 sicher mit 
dem andern Lote PL nicht zusammentreffen köimte, so wäre trotzdem 
die Summe der beiden Winkel DAX und PXA, gemäfs der erwähnten 
Hypothese, kleiner als zwei Rechte, da bei dieser (nach Lehrsatz IX) 
die Winkel PAX und PXA zusammen kleiner als ein Rechter sind*). 
Das zu bemerken war aber von Wichtigkeit. 

Wie man aber die Hypothese des spitzen Winkels zerstören kann, 
indem man blofs das Zusammentreffen allgemein zuläfat, so lange einer 
der beiden Winkel ein Rechter ist, und überdies die gegebene schnei- 
dende Gerade [PA\ eine beliebig kleine Länge hat, das werde ich 
hinter den drei folgenden Lehrsätzen zeigen. 

AnmerkuTlg H**). Mit Flcifs habe ich bei den drei soeben auf- 

*) [Man hätte also einen Fall, bei dem die beiden Gferaden AD und XL 
nicht Eusammentreffen, obwohl die Summe der inneren Winkel LXA und XAIf 



kleiner als zwei Eechte ist,] _ 

**) [Der Sinn der folgenden Ausführungen ist der: Sind zwei Winkel ge- 
geben, die zusammen weniger als zwei Eechte betragen, 30 ist es stets möglich, 
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gestellten Theoremen die Bedingung hinzugefügt, dafs die sclmeidende 
Uerade AP oder XÄ von heUebig grofser, gcgehmer Länge ssin soll. 
Handelt es sich nämlicli, ohne jedes bestimmte Mafs der einfallenden 
Geraden, darum, genau darzulegen und zu beweisen, dafs es zwei Ge- 
rade giebt, die in der Spitze eines Dreiecks zusammentreffen, dessen IH 
Winkel an der Grundlinie gegeben sind (und jj 

zwar zusammen kleiner als zwei Rechte, zum 
Beispiel sei einer gleich einem Eechten und der 
andere weiche nur um zwei Grad oder, wenn 
man will, noch weniger von einem Rechten 
ab), dann kann jeder, der einige Erfahrung 
in der Geometrie besitzt, sofort die Sache dar- 
legen und beweisen. " ■'* '"^ '^ "'' 

Gesetzt nUmlich, es sei (Fig. 12*)) ein ^^" '^' 

Winkel BAI' gegeben, zum Beispiel von 88 Grad. Fällt man dann 
(nach I. 12) von irgend einem Punkte B der Geraden AB das Lot 
BP auf die Grundlinie AP, so wird augenscheinlich durch das Drei- 
eck ABP das gewünschte Zusammentreffen im Punkte B dargelegt 
und bewiesen. 

Fordert man nun, dafa auch der andere Winkel an der Grund- 
linie kleiner als ein Rechter sei, zum Beispiel 84 Grad, wie ihn der 
gegebene Winkel K darstellen mag**), so kann man (nach I. 23) auf 

Dreiecke au konstruieren, in denen diese gegebenen Winkel vorkommen. Wählt 
man daher die Dreiecksseite, der sie anliegen, zur Grundlmie jiX, so hat man 
für diese Winkel das gewünschte Zusammentreffen, Es hleiht jedoch unent- 
schieden, oh man auf diese Art auch zu jeder gegebenen Grundlinie A X gelangt, 
was doch zum vollständigen Beweise des Euklidischen Axioms erforderlich wäre.] 

*) [Saccheri benutzt in vielen Figuren denselben Buchstaben, hier X, zur 
Bezeichnung verschiedener Punkte, die jedoch in gewieser Beziehung mit einander 
gleichberechtigt sind. 

Diese Bezeichnungs weise ist ihm nicht eigentümlich, sie findet sich viel- 
mehr auch sonst in der älteren mathematischen Literatur, zum Beispiel ge- 
braucht sie Blaise Pascal (1623—1660) in seinen geometrischen Untersuchungen 
(CEuvres completes, t. Hl. Paris 1882, S, 370 — 146), John Ban-ow (1630—1677) 
in seinen Leetiones geontebricae, London 1670 (Zweite Ausgabe London 1674), 
Johann SemoulU (1667 — 1748) in seiner Abhandlung über die Brachiatochrone 
(Acta Eruditorum, Mui 1697; Opera omuia, Lausanne und Genf 1742, T, 1. S. 193). 
Die Zahl der Beispiele liefse sich gewifs noch beliebig vermehren. 

Die so bequeme Methode der Indices, die bereits am Ende des siebzehnten 
Jahrhimderts von Leibniz vorgeschli^n worden war, ist erst in diesem Jahr- 
hundert ein Gemeingut der Mathematiker geworden.] 

•*) [Dafs der Winkel K in Fig. 12 statt 84 Grad etwa 30 Grad beträgt, 
ebenso wie nachher der Winke! B statt 91 Grad etwa 120 Grad, das stört 
Saccheri nicht, der, wie später noch augeniälliger werden wird, seine Zeichnungen 
immer nur als schematisch betrachtet haben mufs; man vergleiche in dieser Be- 
ziehung etwa noch die rechten Winkel in Fig, 19, S, 74, 

Wir haben uns nicht für befugt gehalten, Zeichnung und 'fest in Überein- 
stimmung zu bringen und geben hier wie überall die Figuren in ihrer ursprüng- 
lichen Gestalt.] 

Stäokel n, Engel, ParalleleutheDrie, & 
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der Seite der Geraden AB einen ebenso grofsen Winkel APD an- 
tragen, und dann wird AB von PI) in einem Zwisehenpunkte D ge- 
troffen. Man hat also wieder einen Beweis für das gewünschte 
Zusammentreffen im Punkte J). 

Fordert man endlich, dafs der eine Winkel stumpf, aber kleiner 
als 92 Grad ist, damit ihn der andere gegebene Winkel ßAP nicht 
zu zwei Rechten ergänzt, so möge er durch einen Winke! B von 
91 Grad dargestellt werden. Zu zeigen ist, dafs es anf AP einen 
solchen Punkt X giebt, dafs die Verbindungslinie BX einen Winkel 
BXA bildet, der gleich dem gegebenen Winkel B von 91 Grad ist, 
sodafs man also hei einer gewissen schneidenden Geraden AX das 
gewünschte Zusammentreffen in dem genannten Punkte B hat. Man 
verfährt dann so. 

Da ja (wenn man PA bis zu irgend einem Punkte II verlängert) 
der äufsere Winkel BAH (wegen I. 13) gleich 92 Grad ist, wenn der 
gegebene innere Winkel BAP 88 Grad beträgt, und da er wiederum, 
wegen I. 16, nicht nur gröfser ist nls der rechte Winkel BPA, 
sondern auch gröfser als alle die, ebendeshalb stumpfen Winkel BXA, 
wo der Punkt X beliebig innerhalb PA angenommen wird, und da, auch 
wegen I. 16, diese Winkel um so gröfser sind, je näher der Punkt X 
an dem Punkte A angenommen wird, so folgt augenscheinlieh, dafs 
a zwischen den beiden "Winkeln, dem einen von 90 Grad im Punkte P 
und dem andern von 92 Grad im Punkte A ein Winkel BXA ge- 
funden werden kann, der 91 Grad beträgt und also dem gegebenen 
Winkel B gleich ist*). 

Nichtsdestoweniger mufs man, abgesehen von dieser letzten Be- 
merkung über den stumpfen Winkel, sorgfältig beachten, dafs die 
Schwierigkeit bei jenem Axiom des Euklid darin besteht, dafs es das 
Zusammentreffen zweier Geraden fordert, und zwar stets nach der 
Seite auf welcher sie mit der schneidenden Geraden zwei Winkel 
bilden, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte, und dafs es das 
genannte Zusammentreffen auch dann fordert, wenn die Limge der 
i schneidenden Geraden beUeb-ig grofs ist. 

Übrigens werde ich (worauf ich schon in der vorhergehenden An- 
merkung aufmerksam machte) jenes Zusammentreffen allgemein be- 
weisen**), sobald nur das Zusammentreffen für den Fall zugelassen wird, 
dafs einer der Winkel ein rechter [und der andere irgend ein be- 
liebiger spitzer Winkel] ist, und zwar selbst dann, wenn es nicht für 

*) \Sacchm-i setzt dabei voraus, dal's sich der Winkel BXA stetig ändert, 
wenn der Punkt X von A nach P wandert. Vergl. auch die Anmerkung S. 50.] 
**) [Nämlich in Lehrsat« XVII und in Anuicrkung I dazii.l 
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jede beliebige angebbare endliche schneidende Uerade zugelassen wird, 
soDcIem nur innerhalb der Grenzen irgend einer gegebenen, sehr 
kleinen schneidenden Geraden. 

Lehrsatz XIV. Die Hypothese des stumpfen Whikels ist gang und 
gar falsch, iveil sie sich selbst zerstört. 

Beweis. Indem wir die Hypothese des stumpfen Winkels als 
richtig annalimen, haben wir daraus bereits die Wahrheit jenes Eukli- 
dischen Axioms hergeleitet, dafs zwei Gerade einander in einem Punkte 
auf der Seite treffen werden, auf welcher eine beliebige sie schnei- 
dende Gerade irgend zwei innere Winkel bildet, die zusammen kleiner 
als zwei Hechte sind. Steht aber dieses Axiom fest, auf das sich 
Euklid nach dem ach tund zwanzigsten Satze seines ersten Buches 
stützt, dann ist allen Geometern klar, dafs allein die Hypothese des 
rechten Winkels richtig ist, und dafs für die Hypothese des stumpfen 
Winkels kein Platz übrig bleibt. Mithin ist die Hypothese des stumpfen 
Winkels ganz und gar falsch, weil sie sich selbst zerstört. Was zu 



Anders und unmittelbarer. Da wir (in Lehrsatz IX) iiuf Grund 20 
der Hypothese des stumpfen Winkels bewiesen haben, dafs die beiden 
spitzen Winkel (Fig. 11) eines 

Dreiecks AFX, das in F recht- ^^ " '^•-, 

winklig ist, zusammen gröfser als ^^ '■•.. 

ein Rechter sind, so kann man n'^ I - ^/, 

augenscheinlich einen spitzen ^i^ j, 

Winkel TAD so annehmen, dafs 

er mit den genannten beiden spitzen Winkeln zwei Rechte ausmacht. 
Dann aber müfste die Gerade AD (nach dem vorhergehenden Lehr- 
sätze, im Fall der Hypothese des stumpfen Winkels) schliefslieh mit 
Pi oder Xi zusammentreffen, wenn man' Al^ als die schneidende 
oder treffende Gerade ansieht. Das verstöfst aber augenscheinlich 
gegen \. 17, wenn man A'X. als die schneidende oder treffende Ge- 
rade ansieht. 

Lehrsatz XV. Dv/rch irgend ein Dreieck ABC, dessen d>et Wmlel 
(Fig. l3) msammen gleich zwei Hechten oder grÖjset odet } lernet smd, 
wird der Seihe nach die Hypothese des rechten Winleh ode) die des 
stumpfen Winhels oder die des spitsen Winkels hedittgt') 



! gilt das in den AnmerkungeE 
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Beweis. Es werden nämlich wegea I. 17 -wenigstens zwei Wintel 

jenes Dreiecks, zum Beispiel die an den Ecken A und C, spitz sein. 

Deshalb wird das Lot, das vom Scheitelpunkte des letzten AVinkels B 

auf AC gefiillt wird, AC selbst (wieder wegen 

I, 17) in einem gewissen Zwischenpunkte D 

schneiden. 

Nimmt man also an, dafs die drei Winkel 
des Dreiecks ABC zusammen gleich zwei Eechtwi 
sind, so sind augenscheinlich alle Winkel der Drei- 
ecke ADB und CDB zusammen gleich vier 
Rechten, da ja die beiden rechten Winkel bei dem 
Punkte I) hinzugekommen sind. Nunmehr wird bei keinem der eben 
erwähnten Dreiecke, etwa bei ABB, die Winkelsumme kleiner oder 
grÖfser als zwei Rechte sein, denn alsdann wären dementsprechend 
die Winkel des andern Dreiecks zusammen gröfeer oder kleiner als 
zwei Rechte, und infolgedessen würde (nach Lehrsatz IX) durch das 
eine Dreieck die Hypothese des spitzen Winkels, durch das andre die 
21 Hypothese des stumpfen AVinkels bedingt, ' was den Lehrsätzen VI 
und VII widerstreitet. Also sind bei jedem der genannten beiden 
Dreiecke die drei W^inkel zusammen gleich zwei Rechten, und dadurch 
wird (nach Lehrsatz IX) die Hypothese des rechten Winkels bedingt. 
Was an erster Stelle zu beweisen war. 

Nimmt man aber an, dafs die drei Winkel des vorgelegten Dreiecks 
ABC zusammen gröfser als zwei Rechte sind, so werden die Winkel 
der .beiden Dreiecke ABB und CDS alle zusammen gröfser als vier 
Rechte, weil ja die beiden rechten Winkel beim Punkte I) hinzugekommen 
sind. Demnach werden bei keinem der eben genannten Dreiecke die drei 
Winkel zusammen genau gleich zwei Rechten sein oder kleiner, denn 
alsdann wären dementsprechend die drei Winkel des anderen Dreiecks 
zusammen gröfser als zwei Rechte, es würde also (nach Lehrsatz IX) 
durch das eine Dreieck die Hypothese des rechten Winkels oder die 
des spitzen Winkels, durch das andere die Hypothese des stumpfen 
Winkels bedingt, was den Lehrsätzen V, VI und VII widerstreitet. 
Also sind bei jedem der genannten beiden Dreiecke die drei Winkel 
zusammen gröfser als zwei Rechte und dadurch wird (nach Lehr- 
satz IX) die Hypothese des stumpfen Winkels bedingt.* Was an 
zweiter Stelle zu beweisen war. 

Nimmt man aber endlich an, dafs die drei Winkel des vorgelegten 
Dreiecks ABC zusammen kleiner als zwei Rechte sind, so werden die 
Winkel der beiden Dreiecke ADB und CDB alle zusammen kleiner 
als vier Rechte, weil ja die beiden rechten Winkel beim Punkte D hinzu- 
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gekommen sind. Demnaeh werden bei keinem der eben genannten Drei- 
ecke die drei Winkel zusammen genau gleich zwei Reehteu oder gröfser 
sein, denn alsdann waren dementsprechend die drei Winkel des andern 
Dreiecks zusammen kleiner als zwei Keehtej es würde also nach Lehr- 
satz IX durch das eine Dreieck die Hypothese des rechten Winkels 
oder die des stumpfen "Winkels, durch das andere die Hypothese des 
spitzen Winkels bedingt, was den Lehrsätzen V, VI und VII wider- 
streitet. Also sind bei jedem der genannten beiden Dreiecke die 
drei Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte, und dadurch wird 
(nach Lehrsatz IX) die Hypothese des spitzen Winkels bedingt. Was 2 
an dritter Stelle zu beweisen war. 

Mithin wird durch ein beliebiges Dreieck ABC, dessen drei 
Winkel zusammen gleich zwei Rechten oder grofser oder kleiner sind, 
der Reihe nach die Hypothese des rechten Winkels, die des stumpfen 
Winkels oder die des spitzen Winkels bedingt. Was behauptet wurde. 

Zusatz. Verlängert man also irgend eine Seite eines beliebigen 
vorgelegten Dreiecks, zum Beispiel AJS bis Üf [Fig. 13], so ist (nach 
1. 13) der Äufseuwinkel HJW entweder gleich der Summe der beiden 
übrigen inneren, gegenüberliegenden Winkel bei den Ecken Ä und C, 
oder kleiner oder gröfser als diese, jenachdem die Hypothese des 
rechten Winkels oder die des stumpfen W^inkels oder die des spitzen 
Winkels richtig ist, und umgekehrt. 

Lehrsatz XVL Diach jeäe'^ Yhreck ABCB, dessen vier Winkel 
H^amnuH cjleicli ii-er SiiJiten odrr grofser oder Heiner sind, ivird der 
Srihe naih da Hifpofkese den rediten Winlids, die des sttiitqifett Winkels 
oder die des spitzen Wad^els hedimjt. 

Beweis Zieht man AC, so sind (Fig. 14) die drei Winkel des 
Dreiecks ABC zusammen nicht gleich zwei Rechten oder gröfser oder 
kleiner, ohne dafs auch die drei Winkel des 
Dreiecks ABC zusammen gleich zwei Rechten 
oder gröfser oder kleiner sind, denn sonst 
würde (nach dem vorhergehenden Lehrsatze) 
durch eines dieser Dreiecke eine Hypothese, 
durch das andere eine andere bedingt, ent- ^ ^ -"" 

gegen den Lehrsätzen V, VI und VII. 

Wenn demnach die vier Winkel des vorgelegten Vierecks zu- 
sammen gleich vier Rechten sind, so betrafen augenscheinlich in 
jedem der eben genannten Dreiecke die drei Winkel zusammen zwei 
Rechte, und dadurch wird (nach dem vorhergehenden Lehrsatze) die 
Hypothese des rechten Winkels bedingt. -2 




y Google 



70 Saccheri, EucJides ab omni naevo Tindicatus. 

Weim aber die vier Wintel desselben Vierecks zusammen gröfser 
oder kleiner als vier Rechte sind, so müssen in älinliclier Weise die 
drei Winkel jedes jener Dreiecke zusammen beziehungsweise entweder 
gleichzeitig gröfser oder gleichzeitig kleiner als zwei Rechte sein. 
Deshalb wird (nach dem vorhergehenden Lehrsatze) durch diese Drei- 
ecke beziehungsweise die Hypothese des stumpfen Winkels oder die 
Hypothese des spitzen Winkels bedingt. 

Somit wird durch jedes Viereck, dessen vier Winkel zusammen 
gleich vier Hechten oder grofser oder kleiner sind, der Reihe nach die 
Hypothese des rechten Winkels, die des stumpfen Winkels oder die 
des spitzen Winkels bedingt. Was zu beweisen war. 

Zusatz. Verlängert man also irgend zwei Gegenseiten eines vor- 
gelegten Vierecks [Fig. 14] nach derselben Seite, etwa ÄD bis HmidBC 
bis M, so ist (nach I, 13) die Summe der beiden Aufsenwinkel HDO 
und MCD entweder gleich der Summe der beiden inneren, gegen- 
überliegenden Winkel bei den Ecken A und JB, oder kleiner oder 
gröfser, jenachdem die Hypothese des rechten Winkels oder die des 
stumpfen Winkels oder die des spitzen Winkels richtig ist. 

Lehrsatz XVII. Wenn auf einw heliefng klemm Geraden ÄS 
(Fig. 15) die Gerade AH senkreckt steht, so behaupte ich, dafs hei der 
ffifpothese iles spitsoi Winkels nicht jede Gerade SD, die mit AB auf 
der Seite v<m AS einen heliebtgen spitzen Winkel bildet, die Verlängem/nff 
von AS schließlich in einer en^icJten oder hegrensten Entfernung trifft. 
Beweis. Zieht man HB. so ist (nach I. 17) der Winkel ABS 
spitz, weil der Winkel beim Punkte A ein Rechter ist. Nunmehr 
ziehe man (nach I. 23) nach der Seite des Punktes B 
eine Gerade SD, die den Winkel AHB nicht 
schneidet und mit SB einen spitzen Winkel bildet, 
der gleich dem spitzen Winkel ABH ist. Sodann 
fälle man von dem Punkte B auf HD das Lot BD, 
das auf die Seite des genannten spitzen Winkels bei 
dem Punkte H fallen wird. 

Da also die Seite HB in dem Dreieck SDB 
1,-ig. 16, dem rechten Winkel bei D gegenüberliegt und ebenso 

im Dreieck BAS dem rechten Winkel bei A, und 
da wiederum in diesen beiden Dreiecken an derselben Seite HB gleiche 
Winkel liegen, nämlich im ersten Dreieck der Winkel BHD und im 
zweiten der Winkel SBA, so ist (nach I. 26) auch der letzte Winkel 
SBD im ersten Dreieck gleich dem letzten Winkel BSA im zweiten 
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Dreieck. Deshalb ist der ganze Winkel DBA gleich dem ganzen 
Winkel AHB. 

Nun sind aber die genannten gleichen Winkel nicht beide stumpf, 
denn sonst gerieten wir (nach dem vorhergehenden Lehrsätze) auf 
einen Fall der schon widerlegten Hypothese des stumpfen "Winkels. 
Sie sind aber auch nicht rechte, denn sonst gerieten wir (wieder nach 
dem Torhergehenden Lehrsatze) auf einen Fall der Hypothese des 
rechten Winkels, die (nach Lehrsatz V) für die Hypothese des spitzen 
AVinkels keinen Raum liefse. Daher sind beide Winkel spitz. 

Nunmehr beweist man folgende rmafsen, daJs die Verlängerung der 
tleraden BD mit der Verlängerung der Geraden AH nach derselben 
Seite hin nicht in einem Punkte K zusammentreffen kann. 

In dem Dreieck KBH wäre nämlich aufser dem rechten Winkel 
bei D ein stumpfer Winkel in £" vorhanden, da der W^inkel AHD bei 
der hier vorgeschriebenen Hypothese des spitzen Winkels als spitz 
erwiesen ist. Das ist aber unverträglich mit I. 17. Mithin 'ist es bei 
dieser Hypothese ausgeschlossen, dafs jede Gerade BD, die mit einer 
beliebig kleinen Geraden AB auf der Seite von AH einen" beliebigen 
spitzen Winkel bildet, die Verlängerung von AH schliefslich in einer 
endlichen oder begrenzten Entfernung trifft. Was zu beweisen war. 
Dasselbe anders und einfacher. Auf einer beliebig kleinen Ge- 
raden AB (Fig. 16) mögen AK und BM beide senkrecht stehen. 
Man fälle auf AK aus einem Punkte M von BM 2£ 

das Lot MH und ziehe BH. Dann ist der Winkel 
BHM spitz. Ebenso ist bei der Hypothese des 
spitzen Winkels (nach dem vorhergehenden Lehr- 
satze) der Winkel BMH spitz. Mithin wird das Lot 
BDX, das von dem Punkte B auf HM gefällt 
wird, (nach L 17) HM in einem Zwischenpunkte 
D schneiden, also ist der W^inkel XBA spitz. 
Nun weifs man (wieder aus L 17), dafs die beiden i.'ig. le. 

Geraden ASK und BDX, beliebig verlängert, 
nicht zusammentreffen können (versteht sieb, in eiuer endlichen oder 
begrenzten Entfernung), weil die Winkel an den Punkten H und D 
rechte sind. Mithin ist es bei der Hypothese des spitzen Winkels 
ausgeschlossen, dafs jede Gerade BD, die mit einer beliebig kleinen 
Geraden AB auf der Seite von AH, das auf AB senkrecht steht, 
einen beliebigen spitzen Winkel bildet, die Verlängerung von AH 
schKefslich (in einer endlichen oder begrenzten Entfernung) trifft. 
Was behauptet war. 

ÄEmerkung L Das ist es gerade, was ich in den Anmerkungen 
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hinter dem Lehrsätze XllI versprochen hatte, iJafs nämlich die Hypothese 
des spitzen Winkels (die nunmehr allein der allgemeinen Gültigkeit 
jenes Euklidischen Axioms im Wege sein kann) hinfallig wird, sobald 
man nur allgemein zuläfst, dafs zwei Gerade auf der Seite zusammen- 
treffen müssen, auf der irgend eine sie schneidende Gerade, die be- 
liebig klein sein darf, zwei innere Winkel bildet, die zusammen kleiner 
sind als zwei Rechte, und zwar auch dann noch, wenn verlangt wird, 
dafs der eine der beiden Winkel ein ßeehter sei. 

Anmerkung II. Wiederum werde ich an einer geeigneteren Stelle, 
nämlich [in der Anmerkung III] hinter dem Lehrsatze XXVII, zeigen, 
dafs die Hypothese des spitzen Winkels ebenfalls hinfällig wird, sobald 
6 man irgend einen noch so kleinen spitzen Winkel von der Beschaffen- 
heit angeben kaim, dafs die Verlängerung einer Geraden, die unter 
diesem Winkel von einer anderen geschnitten wird, schliefslich (in 
endlicher oder begrenzter Entfernung) jedes in beliebigem, endlichem 
Abstände 'auf der schneidenden Geraden errichtete Lot treffen mufs. 

Lehrsatz XVIII. Durch jedes beliebige Dreieck ABC, dessen Winkel 
beim Punkte B (Fig. 17) in irgend einem Halbkreise mit AC als Durch- 
messer liegt, Jffkd der Bei}te nach die Hypothese des rechten Winkels 
oder die des stumpfen Winlcels oder die des spitzen WinJcds bedingt, je- 
nacMem der Winkel heim Punkte B ein rechter oder stumpfer oder spits&- ist. 
Beweis. Vom Mittelpunkte D aus ziehe man DB. Dann sind 
(nach I. 5) in den Dreiecken ABB und CDB die Winkel an der 
Grundlinie AB und ebenso die au der Grund- 
linie BC gleich. Mithin sind in dem Dreieck 
ABC die beiden Winkel an der Grundlinie 
ÄC zusammen gleich dem ganzen Winkel 
^ ABC, und es sind daher die drei Winkel des 

fi?. 17. Dreiecks ABC zusammen gleich zwei Rechten 

oder gröfser oder kleiner, jenachdem der Winkel 
beim Punkte B ein rechter, stumpfer oder spitzer ist. 

Daher wird durch jedes beliebige Dreieck ABC, dessen Winkel 
beim Punkte B in irgend einem Halbkreise mit AC als Durchmesser 
liegt, (nach Lehrsatz XV) der Reihe nach die Hypothese des rechten 
Winkels, die des stumpfen Winkels oder die des spitzen Winkels be- 
dingt, jenachdem der Winkel beim Punkte B ein rechter, stumpfer 
oder spitzer ist. Was ku beweisen war. 

Lehrsatz XIX. Irgend ein Dreieck AHB (Fig. 18) sei in H redit- 
winklig. Auf der Verlängerung von AD werde das SUiek DC gleich AD 
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cmgmommm, und auf die Verlängerung von Äff das Lot CS gcfiUlt. 
Idi hekaupte, dafs hierdurch tfer Bähe nach die Hypothese des recktmi 
Winkels, die des stampfen oder die des spitzen Winkels bedingt wird, 
jenachdem das Stück ffJB gldch AH oder grofser oder Meiner ist. 2 

Beweis. Die Verbin diingsÜDie BS -wird nämlich (nach I. 4 und 
nach Lehrsatz X) gleich AD oder gröfser oder kleiner als AS oder 
SC sein, jenachdem jenes Sbück Hß gleich AH 
oder gröfser oder kleiner isb. 

Es sei nun erstens HS gleich AH, sodafs 
also die Yerbiiidimgslinie SB gleich AS oder 
SC mrd. Dann geht der Umfang des Kreises, 
der um S als Mittelpunkt mit dem Halbmesser 
SS beschrieben wird, sicher durch die Punkte 
A und C. Demnach liegt der Winkel ASC, 
welcher der Voraussetzung nach ein Rechter ist, ^j^ ,g 

in diesem Halbkreise, dessen Durchmesser -4 C ist, 
und hierdurch wird (nach dem vorhergehenden Lehrsätze) die Hypo- 
these des rechten Winkels bedingt. Was an erster Stelle ku be- 
weisen war. 

Es sei zweitens HB gröfser als AH, sodafs also die Ver- 
bindungslinie SB gröfser als AS oder SC ist, Dann wird der Um- 
fang des Ereises, der um S als Mittelpunkt mit dem Halbmesser SA 
oder SC beschrieben wird, SB sicher in einem gewissen Zwischen- 
punkte K treffen. Demnach ist, wenn man AK und CK zieht, der 
Winkel AKC stumpf, denn er ist (nach I. 21} gröfser als der Winkel 
ABC, welcher, der Voraussetzung nach, ein Bechter ist, und hierdurch 
wird (nach dem vorhergehenden Lehrsatze) die Hypothese des stumpfen 
Winkels bedingt. Was an zweiter Stelle zu beweisen war. 

Es sei drittens HB kleiner als AH, sodafs also die Ver- 
bindungslinie SB kleiner als AS oder SC ist. Dann wird der Um- 
fang des Kreises, der um S als Mittelpunkt mit dem Halbmesser SA 
oder SC besehrieben wird, die Verlängerung von SS sicher in einem 
Punkte M treffen. Demnach ist, wenn man AM und CM zieht, der 
Winkel AMC spitz, denn er ist (wieder nach L 21) kleiner als der 
Winkel ABC, der ein Rechter sein sollte, und hierdurch wird (nach 
dem vorhergehenden Lehrsatze) die Hypothese des spitzen Winkels 
bedingt. Was an dritter Stelle zu beweisen war. 
Mithin ist die ganze Behauptung richtig. 



Lehrsatz XX. Bas Dreieck A CM (Fig. 19) sei in C rechtwinklig. 2a 
Wird dann vom Hdbierungspiinkte B der Geraden AM auf AC das 
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Lot BD gefällt, so behaupte ich, dafs dieses Lot (bei der Hypothese 

des spitzen Winlcels) nicht größer ist, als die Hälfte des Lotes MC. 

Beweis. Man mache nämlich die Verlängerung DH von DB 

doppelt so grofs als DB selbst. Dann wäre (wenn DB gröfaer als 

die genannte Hälfte wäre) DH gröfser als CM 

und deshalb gleich einer gewissen Verlängerung 

CME. Man ziehe nun AH, HK, HM, MD 

und verfahre so: 

Da in den Dreiecken HBA und DBM die 
Seiten HB und BA den Seiten DB und BM 
gleich sein sollten, und da (nach 1. 15) die Winltel 
an dem Punkte B gleich sind, so ist auch (nach 
I. 4) die Grundlinie HA der Grundlinie MD 
gleich. Ferner sind aus demselben Grunde in 
den Dreiecken HBM und DBA die Grund- 
Jf'js. 13. linien HM xuid DA gleich. Daher sind (nach 

I. 8) in den Dreiecken MHA und ADM die 
Winkel MHA nnd ADM gleich. Wiederum ist bei den Dreiecken 
AHB und MDB der übrig bleibende Winkel MHB gleich dem 
übrig bleibenden rechten Winkel ABB, mithin ist MHB ein rechter 
Winkel. Das ist jedoch bei der Hypothese des spitzen Winkels wider- 
sinnig, da die Gerade KH, die Verbindungslinie der gleichen Lote 
KG und HD, (nach Lehrsatz I, VII und XVI) spitze Winkel mit diesen 
Loten bildet. Daher ist (bei der Hypothese des spitaen Winkels) das 
Lot BD nicht gröfser als die Hälfte des Lotes MC*). Was zu 
beweisen war. 




Lehrsatz ZXI. Denkt man sich, unter denselhen Voraussetsmigen, 
AM v/nd AG ins Unendliche verrlängert, so hdiavpte ich, dafs ihr Abstand 
(sowohl hei der Hypothese des rechten als auch bei der des 
sxiitsen Winkels) gröfser wird als jede beliebige, a/ngebhare endliche Länge. 
9 Beweis. Auf der Verlängerung von AM nehme man AP doppelt 

ho grofs an als AM und fälle auf die Verlängerung von AG das Lot 
PN. Bei jeder der beiden genannten Hypothesen ist (nach dem vor- 
hergehenden Lehrsatze) das Lot MC nicht gröfser als die Hälfte des 
Lotes PN. Daher ist PN wenigstens doppelt so grofs als MC, 
ebenso wie MC wenigstens doppelt so grofs als BD ist. 

So verhält es sich nun stets, wenn auf der Verlängerung von AM 
das Doppelte von AP genommen und von dem Endpunkte das Lot 

*) [Mit Absiebt sagt Saccheri; nicht gröfser, weil der SaU in dieser 
FaBsung auch für die Hypothese des rechten Winkels gilt.] 
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auf die Verlängerung von A C gefällt wird. Das heiM, das Lot, das man 
von der immer weiter verlängerten Geraden AM auf die Verlängerung 
von AC fällt, wird scliliefslieh ein Vielfaches der bestimmten Ge- 
raden BT>, über jede endliche angebbare Zahl hinaus. Mithin wird 
(bei jeder der beiden genannten Hypothesen) der Abstand der ge- 
nannten Geraden gröfser als irgend eine angebbare endliche Länge. 
Was zu beweisen war. 

Zusatz. Da die Hypothese des stumpfen Winkels, die allein hier 
hinderlich sein könnte, bereits als ganz und gar falsch erwiesen ist, so 
folgt nunmehr die unbedingte Eichtigkeit des Satzes, dafs der gegen- 
seitige Abstand der genannten Geraden, sobald sie ins Unendliche ver- 
längert werden, grÖföer als jede beliebige, endliche angebbare Länge wird, 

AnmerkuDg I, teorin der Versuch des ProMos geprüft wird. 

Nachdem ich bis jetzt einige Theoreme ganz unabhängig von 
dem Euklidischen Axiom bewiesen habe, zu dessen durchaus strengem 
Beweise sie alle dienen sollen, glaube ich gut zu thun, wenn ich nun- 
mehr die Bemühungen einiger bekannterer Geometer, die nach dem- 
selben Ziele gestrebt haben, sorgfältig prüfe. 

Ich beginne mit Proklos, von dem sich bei Clavius hinter dem 3 
Satze 28 des ersten Buches folgende Behauptung findet: 

Gehen, von einem Punkte stuei Gerade aus, die einen Winkd mit ein- 
ander hUden, so wird ihr Abstand, wenn sie ins Unendliche verlängert 
werden, jede endliche Gröfse überschreiten. 

Proklos beweist nun (wie Clavius dort sehr gut bemerkt) zwar, 
dafs zwei Gerade wie AHvoä. AD (Fig. 20), die 
sich von demselben Punkte A nach derselben Seite 
erstrecken, um so mehr von einander abstehen, 
je gröfser der Abstand vom Punkte A wird, nicht ji - 
aber auch, dafs dieser Abstand über jede endliche ■"*■ ""- 

angebbare Grenze wächst, wie es doch für seinen Zweck erforderlich wäi^e. 

An dieser Steile führt der eben erwähnte Clavius das Beispiel 
der Conchoide des Nikomedes an. Wenn sich diese nämlich von 
dem Punkte A aus nach derselben Seite erstreckt, wie die Gerade AH, 
so entfernt sie sich zwar von dieser immer mehr, jedoch so, dafs ihr 
Abstand erst bei unendlicher Verlängerung beider gleich einer ge- 
wissen endlichen Geraden AS wird, die senkrecht steht auf den nach 
derselben Seite ins Unendliche verlängerten Geraden AH und BC. 
Warum könnte man also nicht, aufser wenn ein besonderer Grund 
das Gegenteil fordert, von den beiden angenommenen Geraden AH 
und AD dasselbe behaupten? 
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Man darf übrigens den Clavius nicht tadeln, dafs er dem Pro- 
klos diese Eigenschaft der Conchoide entgegenhält, die nur mit Hilfe 
mehrerer, auf dem hier strittigen Axiom heruheuder Theoreme bewiesen 
werden kann. Denn ich behaupte, dafs gerade hierdurch die Kraft 
der Widerlegung des Clavius verstärkt wird. Nimmt man nämlich 
dieses Axiom als richtig an, so folgt augenseheiulieh die Möglichkeit, 
dal's zwei ins Unendliche verlängerte Linien, von denen die eine gerade, 
die andere gekrümmt ist, zwar immer mehr von einander abweichen, 
jedoch nur innerhalb einer bestimmten, endlichen Grenze; hieraus aber 
kann man jedenfalls Verdacht schöpfen, dafs etwas ähnliches auch bei 
zwei geraden Linien eintreten kann, wofern nicht das Gegenteil be- 
wiesen wird. 

Man kann aber nicht etwa, nachdem ich in dem Zusatz zu dem 
1 vorhergehenden Ij ehr satze die unbedingte Wahrheit der vorhin erwähnten 
Behauptung festgestellt habe, deshalb sofort dazu übergehen, jenes 
Euklidische Axiom als wahr hinzustellen. Vorher müfste nämlich 
noch bewiesen werden, dafs jene beiden Geraden AH und BC, die 
mit der schneidenden Geraden AB auf derselben Seite zwei Winkel 
bilden, die zusammen gleich zwei Rechten sind, also etwa jeder gleich 
einem Rechten, nicht auch selber nach dieser Seite ins Unendliche ver- 
längert immer mehr Über jede endhche angehbare Entfernung hinaus 
auseinandergehen. Macht man nämlich die Annahme, dafs dies eintritt, 
was bei der Hypothese des spitzen Winkels durchaus richtig ist, so 
ist es gewifs keine erlaubte Folgerung, daJs eine Gerade AD, die 
den Winkel HAB irgendwie schneidet, wobei dann die beiden uineren 
Winkel an derselben Seite, DAB und CBA, zusammen kleiner als 
zwei Rechte sind, — dafs, sage ich, diese Gerade AI), ins Unendliche 
verlängert, schliefslich mit der Verlängerung von BC zusammentreffen 
mufs, wenn auch anderweitig bewiesen ist, dafs der Abstand der beiden 
ins Unendliche verlängerten Geraden AH und AB immer gröfser wird, 
und zwar über jede endliehe angebhare Grenze hinaus. 

Wenn ahcr der schon erwähnte Clavius glaubte, die Wahrheit 
jener Behauptung genüge zum Beweise des hier strittigen Axioms, so 
entschuldigt dies das Vorurteil, das er in Betreff gerader Linien von 
gleichem Abstände gefafst hatte. Hierüber werden wir jedoch be- 
quemer in der folgenden Anmerkung sprechen. 

Anmerkung II, tvorin die Ansicht geprüft wird, die der ierühmte 
Giovanni Alfonso Borelli in seinem Euclides restltutus atis- 
gesjirodien hat 

Dieser grofse Gelehrte klagt den Euklid an, weil er parallele 
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Linien als solche erklärt habe, die in derselben Ebern liegen and auf 
ieiner von beiden Seiten eusammentre/fen, selbst wenn sie im Unm^ielie 
verlängert werden*). Als Grund für seine Aatlage giebt er an, ein 
solches Verhalten sei unbekannt, einmal, sagt er, wml wir nickt wissen, 3' 
ob es sddie unendliche, nicht zusammentreffende Linien wirkUch gieht, 
dann aber auch, weil wir die Eigenschaften des Unendlit^en nidit fassen 
können, wnd daher ein solches Verkaiten nicht deutlich bekannt ist. 

Mit der gebührenden Ehrfurcht Tor einem so grofsen Manne sei 
es gesagt: kann man etwa Buklid tadeln, weil er (um ein Beispiel 
unter unzähligen anzuführen) das Quadrat als eine vierechige, gleick- 
seitige, redäwitMige Figur erMÜrt hat*"^), während man doch zweifeln 
kann, ob es in Wirklichkeit eine solche Figur giebt? Billig, sage 
ich, hätte man ihn tadeln können, wenn er die genannte Figur als 
gegeben angenommen hätte, ohne vorher in Form einer Aufgabe ihre 
Konstruktion nachzuweisen. Euklid ist aber von diesem Fehler frei, 
wie deutlich daraus hervorgeht, dafs er das Quadrat nicht eher als 
an und für sieh erklärt annimmt, als nach dem Satze 46 des ersten 
Buches, wo er in Form einer Aufgabe lehrt und zeigt, wie man eben 
das Quadrat, das er erklärt hat, aus einer gegebenen Linie AB smcfmet. 

Ebenso wenig darf man also Euklid tadeln, weil er die parallelen 
geraden Linien auf die angegebene Art erklärt hat, da er sie nicht 
eher bei irgend einer Aufgabe in der Konstruktion als gegeben an- 
nimmt, als nach dem Satze 31 des ersten Buches, wo er in Form einer 
Aufgabe zeigt, wie durch einen aufserhalb einer Geraden angenommenen 
Pvmkt die ihr parallele g^ade Linie zu ziehen ist, mid zwar gemäfs der 
von ihm gegebenen Erklärung der Parallelen, wonach sie, bis ins Un- 
endliche verlängert, auf keiner Seite zusamm,entreffen. Und was mehr ist, 
gerade das zeigt er ohne die geringste Benutzung des hier strittigen 
Axioms. Mitbin zeigt Euklid ohne jeden Zirkelschlufs, dafs es in 
Wirklichkeit zwei gerade Linien giebt, die {in derselben Ebene liegen 
und) nach beiden Seikn ins unendliche verlängert niemals zusammen- 
treffen, und dadurch giM er uns eine Märe Erkenntnis von detn Ver- 
halten, durch das er parallele Linien erklärt. 

Gehen wir weiter, wohin uns der gewissenhafte Ankläger Euklids 
führt. Parallele gerade Linien nennt er irgend zwei gerade Linien AC 
und BD, die auf derselben Seite (bei mir Fig. 21***)) auf einer Ge- 3 
raden AB senkrecht stehen. Ich gebe zu, dafs diese Erklärung auf 
einem, wie er selbst sagt, möglichen und sehr deutlichen Verhalten 

') [Buklid, Elemente, Buch I, Erklärung 23.J 
**) [Euklid, Elemente, Buch I, Erklärung 22. | 
*''*) [Dieselbe Figur hat Clavim schon 1674, Giordano da Bitonio Hj80.] 
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beruht, da man ja (nach I. 11) auf einer gegebenen Geraden in jedem 
Punkte das Lot errichten kann. 

Ich habe jedoch bewiesen, dafs eben diese Möglichkeit und Deut- 
lichkeit auch der Erklärung Euklids zukommt. Es bleibt daher nur 
übrig, jenes bekannte Axiom Euklids mit dem andern neuen Axiome 
zu Tergleichen, das man notwendig braucht, wenn mau nach jener 
neuen Erklärung der Parallelen weiter gehen will. In der That be- 
findet sich dieses andere Axiom bei Clavius (auf den sich Borelli 
auadrücklich beruft) in der AnmerkuMg hinter I. 28: 

Bewegt sich eine gerade Linie, zum Beispiel BD [Fig. 21], 
längs einer andern Geraden, zum Bei- 
spiel BA, und hildet sie dabei in ihrem 
Endj)unJcte B immer rechte Winhel [mit 
BA], so wird ihr anderer Endpunkt D 
auch eine Gerade DC beschreiben, wenn 
nämlich BD schliefsUch nur Deckung mit 
der anderen gleich grofsen Geraden AC 
gelangt. 
Ich erkenne an, dafs es möglich ist, von diesem Axiome aus zum 
Beweise jenes andern, Euklidischen Axioms überzugehen, auf das man 
schliefslich die ganze übrige Geometrie stützen mufs. Denn Clavius 
hatte vorher als Lehrsatz aufgestellt, dafs eine Linie, deren Punkte 
sämtlich von einer angenommenen Geraden AB gleich weit ab- 
stehen, und von dieser Beschaffenheit ist ja (grade nach der Voraus- 
setzung der ei-w'ahnten Konstruktion) die Liuie DC, auch ihrerseits 
gerade sein mufs, weil sie so beschaffen ist, dafs alle ihre Zwischen- 
punkte zwischen ihren Endpunkten D und ü auf einerlei Art liegen 
(das ist eben die Erklärung der geraden Linie*)); auf einerlei Art Hegen, 
sage ich, da sie alle von der angenommenen Geraden AB gleich weit 
abstehen, nämlich um die Länge von BD oder AC. 

An dieser Stelle führt Clavius als Beispiel die Kreislinie an, 
über die wir aber besser weiter unten sprechen werden; dort werde ich 
4 ins hellste Licht setzen, wodurch sich die gerade Linie und die kreis- 
förmige in dieser Beziehung unterscheiden. 

Inzwischen sage ich nur, dafs es nicht genügend einleuchtet, ob 
die von jenem Punkte D beschriebene Liuie wirklich die Gerade DC 
ist, und nicht vielmehr eine gewisse Kurve DGC, die nach der Seite 
von BA gewölbt oder hohl sein kann. 

*) [Euklid, Elemente, Buch I, Erklärung 4: 
Ei&tia yffüfijii'i ieriv, ^itg i^ taov 1 Itecta linea est, quaecimqiie ex aoqou 
roig iip' iavrf)s otifidots xEiiai. j punetis in ea sitia iacet.] 
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Denkt man sich nämlich in dem Halbierung spunkte F von Ä B 
die Senkrechte errichtet, welche die Gerade DC in E, die genannten 
Curven in G und G trifft, so sind (nach Lehrsatz II) die Winkel zu 
beiden Seiten des Punktes E sicher rechte, wofern man sich bei jener 
Bewegung des Punktes D die Linie DC beschrieben denkt, und es siud 
aufserdem (vermöge einer leicht verständlichen Äufeinanderlegung*)) 
die Winkel zu beiden Seiten der Punkte G einander gleich, falls die 
eine oder die andere Curve DGC beschrieben worden sein sollte. 

Nimmt man wiederum auf AB irgend einen Punkt M an und 
errichtet die Senkrechte, welche die Gerade DV in N und die ge- 
nannten Linien iu H und H treffen möge, so werde ich etwas später 
beweisen, dafs die Winkel zu beiden Seiten des Punktes JV rechte 
werden, sobald man voraussetzt, dafs der Punkt 1) bei seiner Be- 
wegung eben die Gerade DC erzeugt, oder sobald man annimmt, dafs 
die Gerade MN gleich BD sei. Ist man aber der Ansicht, dafs eine 
der beiden Linien DSV erzeugt wird, so beweist man mittelst der- 
selben soeben vorgeschriebenen leichten Aufeinanderlegvmg, dafs wieder 
auf beiden Seiten die Winkel MiiD und MMÜ gleich werden, gleich- 
gültig, wo man auf einer der beiden beschriebenen Linien den Punkt 
H annimmt, von dem aus man sich auf die Grundlinie AB das Lot 
HM gefällt denkt. Hierüber jedoch Ausführlicheres und Genaueres im 
zweiten Teile dieses Buches, wohin es besser pafst. 

Wozu denn, wird man fragen, diese unzeitige Vorwegnähme? Zu 
dem Zwecke, entgegne ich, damit man nicht aus dieser Eigenschaft 
der so erzeugten Linie — einer Eigenschaft, die zweifellos ist, und 
von der ich am angeführten Orte aufs Strengste beweisen werde, dafs 
sie ohne irgend welche unendlich kleine Abweichung gilt — den 
voreiligen Sehlttfs ziehe, diese Linie könne nur die Gerade sein. Hier 
handelt es sich nämlich um eine tiefere Erkenntnis der Beschaffenheit 
der geraden Linie, ohne welche die Geometrie, kaum den Kinder- 
schuhen entwachsen, an dieser Stelle stehen bleiben müfste. Demnach üi 
darf man es bei einer solchen Angelegenheit nicht tadeln, wenn die 
Wahrheit auf das Genaueste ergründet wird. 

Und doch leugne ich hier nicht, dafs man durch sorgfältige physi- 
kalische Versuche feststellen kann, die auf jene Weise erzeugte Linie 
DC könne nur für eine gerade Linie erklärt werden. Damit ich mich 
aber hier überhaupt auf physikalische Versuche berufen darf, will ich 
sofort drei physikalisch-geometrische Beweise zur Erhärtung des Bukli- 
dischen Axioms beibringen. 

*) [Im Original; auperpositio. Gemeint ist die Umklappuug der Figur 
um die Gerade FG; vergi. aneh die Anmerkung S. 55.] 
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Dabei rede ich von keinem physikalischen Versuch, der sich ins 
Unendliche erstreckt und uns deshalb unmöglich ist, wie er erforderlieh 
wäre, um zu erkennen, dafs die Punkte der Verbindungsgeraden DC 
sämtlieh gleich weit von der Geraden AB abstehen, die nach der 
Voraussetzung mit D C in derselben Ebene liegt. Mir wird ein einziger 
besonderer Fall genügen, zum Beispiel, wenn man die Gerade DC zieht 
[Fig. 21], auf ihr irgend einen Punkt jV annimmt, und es sich dann 
herausstellt, dafs das auf die Grundlinie Ali gefällte Lot gleich BD oder 
Aü ist. Dann wären nämlich die Winkel zu beiden Seiten des Punktes 
iV (nach Lehrsatz I) gleich den einander entsprechenden Winkeln an 
den Punkten C und D, die ihrerseits (wieder nach Lehrsatz 1) einander 
gleich wären. Deshalb werden die Winkel zu beiden Seiten des 
Punktes N und somit auch die beiden übrigen rechte sein. Folglich 
werden wir einen Fall für die Hypothese des rechten Winkels bekommen, 
und haben damit (nach Lehrsatz V und SIIl) das EuklidischeAsiom 
bewiesen. Dies möge der erste physikalisch-geometrische Beweis sein. 
Ich gehe zum zweiten über. Es werde ein Halbkreis angenommen 
mit D als Mittelpunkt und AC als Durehmesser. Wenn nun (Fig. 17) 
auf dem Umfange irgend ein Punkt B ge- 
wählt wird, und sich herausstellt, dai's die nach 
ihm gezogenen Geraden AB und CB einen 
rechten Winkel einschliefsen, so genügt dieser 
einzige Fall (wie ich in Lehrsatz XVIII be- 
*''^ ''■ wiesen habe), um die Hypothese des rechten 

Winkels zu bedingen, und deshalb (nach dem eben erwähnten Lehr- 
satze XIU), um jenes bekannte Axiom zu beweisen. 
3 Es bleibt der dritte physikalisch-geometrische Beweis übrig, den 

ich für den all erwirksamsten und einfachsten halte. Denn ihm liegt 
ein jedem zugänglicher, sehr leichter und höchst 
bequemer Versuch zu Grunde. Legt man nämlich 
in einem Kreise, der den Mittelpunkt D hat 
(Fig. 22), drei gerade Linien CB, BL und LA 
," ' an einander, jede gleich dem Halbmesser DC, 

und stellt es sieh heraus, dal'* die Verbindungs- 
gerade ÄC durch den Mittelpunkt D geht, so wird dies zum Beweise 
der Behauptung genügen. 

Ziehen wir nämlich DB und DL, so werden wir drei Dreiecke 
bekommen, die (nach I. 8 und 5) sowohl untereinander als auch jedes 
für sich lauter gleiche Winkel besitzen. Da nun die drei Winkel am 
Punkte D, nämlich ADL, LDB und BDC (nach I. 13) zusammen 
gleich zwei Kechten sind, so sind auch die drei Winkel jedes dieser 
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Dreiecke zusammen gleich zwei Rechten, zum Beispiel die des Dreiecks 
BBC. Dadurch wird aher (nach Lehrsatz SV) die Hypothese des 
rechten Winkels bedingt, und daher wird (nach dem schon benutzten 
Lehrsatze XIII) jenes Axiom bewiesen sein. 

Wenn man aber, ohne einen Beweis oder eine Darstellung durch 
Zeichnung zu versuchen, jene beiden Axiome mit einander vergleichen 
will, dajin gestehe ich, dafs allerdings das Euklidische dunkler oder 
sogar fehlerhaft erscheinen kann. Aber nach der Darstellung durch 
Zeichnung, die ich für die spätere Anmerkung IV aufspare, wird man 
sehen, dafs grade umgekehrt das Axiom Euklids die Würde und den 
Namen eines Axioms behalten kann, während man besser thut, das 
andre unter die Lehrsätze zu rechnen. 

Hier mu£ ich aber (was zu thun ich vor Kurzem versprochen 
habe) den augenfälligen Unterschied auseinandersetzen, der in dieser 
Beziehung zwischen der kreisförmigen und der geraden 
Linie besteht. Dieser unterschied entspringt daraus, 
dafs eine Linie gerade heifst in Bezug auf sich selbst, 
kreisförmig aber, wie zum Beispiel MDHNM 
(Fig. 23), nicht in Bezug auf sich selbst, sondern 
in Bezug auf etwas andres, nämlich auf einen ge- 
wissen andern Punkt Ä, der mit ihr in derselben Fig. 23, 
Ebene liegt: iliren Mittelpunkt. 

Hieraus folgt, wie Clavius vortrefflich beweist, dafs die Linie 37 
FBCL, die in derselben Ebene liegt wie jene, und deren Punkte 
sämtlich von der genannten Linie MDHNM gleich weit abstehen, 
auch ihrerseits kreisförmig ist, das heifat, in allen ihren Punkten von 
dem gemeinsamen Mittelpunkte A gleichen Abstand hat. Dafs nämlich 
BD, die geradlinige Verlängerung von AB, das Mafs des Abstandes 
jenes Punktes B von dieser Kreislinie MDHNM ist, weifs man daher, 
dafs sie (nach IIL 7*), was von dem hier strittigen Axiome unab- 
hängig ist) die kleinste von allen Geraden ist, die von diesem Punkte 
aus nach jenem Umfange gezogen werden können. Dasselbe gilt von 
den übrigen Geraden CH, LN mid FM. Da nun auch die ganzen 
Geraden AM, AD und AH als Halbmesser vom Mittelpunkte A nach 
der angenommenen Kreislinie MDHNM gleich sind, und da ebenso 
die Abschnitte FM, BD, CH und iJV gleich sind, weil sie das Mafs 
des gleichen Abstandes aller Punkte jener Linie FBCLF von der 
angenommenen Kreislinie MDHNM darstellen, so folgt offenbar, 
dafs die übrigbleibenden Stücke AF, AB, AC und AL ebenfalls 




*) [Vergleiche die Anmerkuiig unt' Seite 50] 
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gleicli siiid, und dafs deshall) aucli die Linie FßCLF eine Kreis- 
linie um denselben Mittelpunkt ist. 

Wird denn aber, um zu beweisen, dai's die durch eine soiehe Be- 
wegung von dem Punkte D erzeugte Linie I)(J (Fig. 21) eine gerade 
Linie ist, in derselben Weise der gleiche Abstand aller ihrer Puukte 
von der zu Grunde gelegten Geraden AB genügen? Keineswegs. 
Denn eine Linie heifst gerade durchaus in Bezug auf sieh selbst oder 
an sich selbst, weil sie nämlich in der Weise auf eumiel AH smsckm 
ihren Funkten liegt, und namentlich zwischen ihren Endpunkten, dafs 
sie, wenn diese unbewegt bleiben, durch eine Drehung niemals eine 
neue Lage annehmen kann*). Wenn man dieses Verhalten nicht auf 
irgend eine Art für jene Linie DC nachweist, kann man nicht sicher 
sein, dafe sie eine Gerade ist, was man auch sonst über die Beziehung 
aller ihrer Punkte zu der in derselben Ebene liegenden Geraden AB 
annehmen oder beweisen mag. Namentlich aber dürfeji wir nicht in 
gleicher Weise sagen, dafs in jener Ebene eine Linie {DC} sicher 
dann eine Gerade ist, wenn sie in allen ihren Punkten von der als 
Gerade angenommenen Linie AB den gleichen Abstand hat. 
i* Man darf aber meine Worte nicht so auffassen, als ob ich glaubte, 

CS Hefse sich nicht zeigen, dafs die so erzeugte Linie \_BC'\ selbst eine 
gerade Linie ist, bevor man die Wahrheit des strittigen Axioms be- 
wiesen hat, da ich vielmehr grade vorhabe, gegen das Ende des 
ersten Buches das zu beweisen, um dadurch eben dieses Axiom zu 
bekräftigen. 

Anmerknng in, w(nin der Versuch des Arabers Nassaradin und 
sugleicli die Ansicht des leriäimten John Wallis über dieselbe Frage 
geprüft wird. 

Diesen Versuch des Arabers Nassaradin hat der schon angeführte 
John Wallis in lateinischer Sprache durch den Druck veröffentlicht 
mit Anmerkungen, die er an passender Stelle hinzugefügt hat. und 
zwar verlangt Nassaradin, dass man ihm für sein Unternehmen 
zweierlei zugestehe. 

Erstens, dafs irgend zwei in derselben Ebene liegende gerade 
Linien, auf die irgend welche andre gerade Linien so treffen, dafs 
sie immer auf einer von ihnen senkrecht stehen, die andre aber 
immer unter ungleichen Winkeln schneiden, nämlich auf der einen 
Seite stets unter einem spitzen Winkel und auf der andern Seite 

♦) \SacclieTi deutet Eid;hiU Erklärung der Geraden in einer Weise, die 
diesem durchaus fern gelegen hat, da er ja den Begriff dar Bewegung soi^dltig 
vermeidet.] 
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stets unter einem stumpfen Winkel, dafs, sage ich, die eben erwähnten 
Geraden, so lange sie einander nicht sclineiden, auf der Seite der 
spitzen Winkel einander immer naher kommen sollen und umgekehrt 
auf der Seite der stumpfen Winkel immer mehr auseinandergehen. 

Wenn ihm sonst nichts Schwierigkeiten macht, so gestehe icli 
meines Teils gern zu, was Naasaradin fordert, denn grade das, was 
hei ihm unbewiesen bleibt, habe ich, wie man erkennt, in dem Zu- 
sätze n hinter Lehrsatz III aufs Strengste bewiesen. 

Die zweite Forderung Nassaradins ist die Umkehrung der 
ersten, es soll nämlich der Winkel immer spitz sein auf der Seite, wo 
die schon erwähnten Lote der Annahme nach immer kürzer werden, 39 
stumpf aber auf der andern Seite, wo der Ämiahme nach dieselben 
Lote immer länger werden. 

Hierin steckt aber eine Zweideutigkeit. Denn warum sollen (wenn 
man von einem Lote, das man als erstes angenommen hat, zu den 
andern fortschreitet) die Winkel der folgenden Lote, die alle auf 
derselben Seite spitz sind, nicht immer gröfeer werden, bis man auf 
einen rechten Winkel trifft, also auf ein Lot, welches das gemeinsame 
Lot der beiden genannten Geraden ist? Und wenn das eintritt, da 
werden die listigen Zurüstungen des Nassaradin zu nichtc, ver- 
mittelst deren er recht scharfsinnig, jedoch mit grofser Mühe Euklids 
Axiom beweist. 

Wenn es nun Nassaradin mit einer gewissen Berechtigung als 
selbstverständlich hinstellen sollte, dafs die Winkel immer auf der- 
selben Seite spitz bleiben, warum kann man dann nicht auch (ich 
spreche mit Wallis) als an und für sich einleuchtend annehmen, dafs 
stoei Gerade, die in derselben Ebene liegen und sich einander näJiem, 
wenn sie verlängert werden, endlich msammentreffen müssen? (Damit 
meine ich zwei Gerade, mit denen eine schneidende Gerade an der- 
selben Seite zwei Winkel bildet, die zusammen kleiner sind als zwei 
Rechte, zum Beispiel einen rechten und einen beliebigen spitzen.) 

Man darf nämlich auch nicht emwenden, dafs jene Annähernng 
auf der einen Seite immer innerhalb einer gewissen bestimmten Grenze 
bleiben könne, sodafs also die beiden Linien auf dieser Seite immer 
einen Abstand von gewisser GrÖfse von einander behielten, obgleich 
im Übrigen die eine der andern immer näher kommt. Das darf mau 
nicht einwenden, sage ich, weil ich grade daraus [in dem Zusätze 1] hinter 
Lehrsatz XXV beweisen werde, dafs alle solchen geraden Linien, gemäfs 
dem Buklidischen Axiome, m endlicher Entfernung zusammentreffen, 

leb wende mich nunmehr zu dem schon erwähnten John Wallis, 
der, um soviel grofsen Männern, alten sowohl als neueren, zu will- 
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40 falireu und aufaerdem, weil seinem Lehrstuhle in Oxford diese Ver- 
pflichtuiig auferlegt war, ebenfalls die Aufgabe iü Angriff nahm, das 
oft genannte Axiom zu beweisen. Dabei nimmt er einzig und allein 
Folgendes als sicher an, dafs nämlich sw jeder gegebenen Figur eine äkn- 
liehe von beliebiger GrÖfse möglich sd. Dafs man dies von jeder Figur 
voraussetzen dürfe (obwohl er für seinen Zweck nur das geradlinige 
Dreieck benützt), begründet er gut mit dem Kreise, den man, wie 
jeder zugiebt, mit beliebigem Halbmesser beschreiben kanii. Femer 
bemerkt der scharfsinnige Maun sehr vorsichtig, dieser seiner Voraus- 
setzung stehe nicht entgegen, dafs aufser der Gleichheit entsprechender 
Winkel auch die Proportionalität aller entsprechenden Seiten gefordert 
werde, damit eine geradlinige Figur, zum Beispiel eine dreieckige, einer 
andern geradlinigen, dreieckigen ähnlich sei, da ja die Erklärung der 
Proportionen und damit die der ähnlichen Figuren aus dem fünften 
und sechsten Buche Euklids zu entnehmen sei. Detin Euklid Mite 
(so sagt er selbst) heide dem. ersten Suche vorausschicken können. 
Nachdem dies feststeht (was man freilich leugnen könnte, so lange 
es nicht bewiesen ist), fährt er sein Unternehmen mit wirklich 
schönen und scharfsinnigen Bemühungen zu Ende. 

Aber ich will es bei dem von mir unternommenen Geschäfte an 
nichts fehlen lassen. Daher nehme ich zwei Dreiecke an, das eine ABC 
und das andere BEF (Fig. 24), beide mit 
denselben Winkeln. Ich sage nicht geradezu 
äimliche Dreiecke, denn ich habe die Pro- 
portionalität der Seiten an gleichen Winkeln 
gar nicht nötig, und nicht einmal ein be- 
stimmtes Mafs der Seiten. Ich will nur 
^'^^- ^*- nicht, dafs die Dreiecke gleiche Seiten haben, 

denn sonst genügte schon I. 8, ohne jede weitere Voraussetzung. 

Es seien also die Winkel an den Punkten A, B, C der Reihe 
nach gleich den Winkeln an den Punkten D, E, F. Ferner sei die 
Seite J)E kleiner als die Seite AB, und man nehme auf AB ein 
Stück AG an gleich DE und ebenso auf Aü ein Stück AH gleich 
DF; dafs aber BF kleiner als AG sein mufs, werde ich nachher 
zeigen. Dann sind, wenn man GK zieht, die Winkel an den Punkten 

41 EundF(nach I. 4) gleichet? iZ" und ^.ffff. Da nun die eben genannten 
Winkel zusammen mit den andern BGS und CHG (nach I. 13) 
gleich vier Rechten sind, so sind die Winkel bei B und C zusammen 
mit denselben Winkeln BGS und CSG ebenfalls gleich vier Rechten. 
Mithui sind die vier Winkel des Vierecks BGSC zusammen gleich vier 
Rechten, und dadurch wird (nach Lehrsatz XVI) die Hypothese des 
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rechten Winkels bedingt, und gleichzeitig (mich Lehrsatz XHI) das 
Euklidische Axiom. 

Allerdings habe ich vorausgesetzt, dafs die Seite DF oder AH, 
das ihr gleich angenommen war, kleiner sei als die Seite AG. 
Wäre sie nämlich dieser gleich, und fiele also der Punkt M in den 
Punkt C, dann wäre der Winkel UGA (nach der Annahme) gleich 
dem Winkel EFD oder GCA (in den dieser dann überginge), das 
Ganze dem Teile, was widersinnig ist Wäre sie aber gröfser, und 
schnitte also die Verbindungsgerade GH die Seite BG in einem ge- 
wissen Punkte, so wäre nach der Annahme (gegen I. 16) der Aufsen- 
wiukel AGB gleich dem inneren, gegenüberliegenden Winkel (der 
dann entstände) ARG oder GIIA^^. 

Daher habe ich mit Eccht vorausgesetzt, dafs die Seite BF des 
einen Dreiecks kleiner ist als die Seite AG des andern Dreiecks, 
und diese meine Annahme ist hiermit bestätigt. 

Mithin wird durch irgend zwei Dreiecke, die gleiche Winkel, 
aber nicht gleiche Seiten haben, das Euklidische Axiom bedingt. Und 
das war unser Ziel. 

Anmerkong IV, worin eine gewisse Betrachtung an einer Figm 
auseiimnäergcsetst wird, an die EuJdid vieUeidd gedacht hat, um sein 
Axiom als an stdt einJeuchtmd su enveisen. 

Ich bemerke erstens, dafs innerhalb jedes beliebigen spitzen 
Winkels BAX (man gehe a\if Fig. 12 zurück) 
aus einem gewissen Punkte X von AH. eine 
Gerade XJ5 gezogen werden kann, die unter 
irgend einem gegebenen, wenn auch stumpfen 
Winkel B., der nur mit dem spitzen BAX zu- 
sammen weniger als zwei Rechte betrage, — 
eine Gerade XB, sage ich, kann gezogen 
werden, die in endlicher Entfernung mit AB 
in einem gewissen Punkte B zusammentrifft, "■"*' '" 

Denn grade das habe ich in einer Anmerkung**) hinter Lehrsatz XIII 
bewiesen. 



"j [Dafs Saccheii I It benutzt und dadurch die Hypothese des stumpfen 
Winkels luaBchlierst ibt em weaenttichei Mangel seines Beweises, da ja die An- 
nahme dei Existenz zweier dhnlicher Dreiecke schon ausreicht, um ieide Hypo- 
thesen, die des stumpfen wie die des spitzen Winkels zu beseitigen. Man yergleiche 
auch die bemerkungen in der Einleitung zu W ülu, (S 1 )) sowin ImmherU Theorie 
der ParalleUmien t, 7a i nd BO ] 

**j [Nämlich in Anmeikung II.] 
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dals man eich diese Guradeii AB uud 
j- J X (Fig. 25) ins Unendliche ver- 
längert denken kann bis zu gewissen 
Punkten Y*) und Z, und daTs man 
sich ebenso die genannte Gorade 
Xli (die auch ins Unendliche bis 
zu einem Punkte Y verlängert ist) 
längs AZ nach der Seite des Punktes 
Z so bewegt denken kann^ dafs 
der Winkel beim Punkte X auf 
der Seite des Punktes Ä immer gleich dem gegebenen stumpfen 
Winkel j; ist. 

Ich bemerke drittens, dafs jenes Euklidische Axiom keinem 
Zweifel mehr unterliegen würde, wenn die vorher genannte Gerade 
XY bei jener längs AZ beliebig weit fortgesetzten Bewegung AY 
immer in gewissen Punkten S, H, 1), P schnitte, und so fort in andern 
von A noch weiter entfernten Punkten. Der Grund liegt auf der 
Hand: weil nämlich so zwei beliebige, in derselben Ebene befindliche 
Gerade Ali und XH, mit denen eine beliebige schneidende Gerade 
A X auf derselben ^eite zwei Winkel li AX und JIXA bildet, die 



zusammen kleiner 

in einem und dem !b P 

Ich bemerke t 

gehenden hypoth t 1 Ä 
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ebenso die andern 111 i 
äufsern Winkel JBI) 1 ! 
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lieh das feststeht d 
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RH 1 11 efslich auf die 

kt H mm kommen müfsten. 

1 f 11 de Wahrheit der vorher- 

hm k Zw ifel herrschen könnte, 

f \A kein YKB, YBP und 

PI 1 tw d r immer dem früheren 

d w g t ns niemals um so viel 

t Im mmer noch grÖfser ist, als 
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einen Winkel mit dem Abschnitte PY zu bilden, sodafs also die beiden 
Geraden APY und XPY auf diese Art einen Abschnitt gemeinsam 
hätten. Das widerstrebt aber augenscheinlich der Natur der geraden 
Linie*). 

Wer aber den stumpfen Winkel bei jenem Punkte X auf der 
Seite des Punktes Ä unbequem findet, der darf ihn ohne Weiteres als 
rechten voraussetzen, sodafs (da die erwähnte Gerade XY sich immer 
nnter rechtem Winkel längs der Geraden AZ bewegt) noch deutlicher 
erhellt, wie die Punkte von XY sich gleichmäfsig in Bezug auf die 
Grundlinie ÄZ bewegen, und dafs deshalb die schon erwähnte Gerade 
XY nicht aus einer, welche die andere unbegrenzte Gerade AY 
schneidet, in eine nicht schneidende übergehen kann, ohne sie entweder 
einmal in einem Punkte genau zu berühren oder sie in einem Punkte 
P zu treffen, wo sie mit AY einen Abschnitt PY gemeinsam hat. 
Dafs aber dieses beides der Natur der geradcji Linie entgegen ist, 
werde ich bei dem Lehrsätze XXXIII zeigen. 

Mithin muls dem wahren Begriffe der geraden Linie zufolge jene 
Gerade XY bei beliebigem Abstände des Punktes X vom Punkte A 
die Gerade A Y immer in einem gewissen Punkte treffen. Und dafs 
eben dies (wie klein auch der spitze Winkel beim Punkte A ange- 
nommen wird) genügt, um, entgegen der Hypothese des spitzen 
Winkels, das Euklidische Axiom zu beweisen, das wird aus Lehrsatz 
XXVII hervorgehen. 



Lehrsatz XXII. Stehen Bwei Gerada AB und CT), du; in derselben 
Ebetie liegen, auf einer Geraden BD senicrecht, und hildtt die Yer- 
hindungslmie AC dieser Lote spitse innere Winl^d mit ihnen (hei 
der Hypothese des spitzen Winhels), so helmupte ich (Fiif. 2(i), 44 
dafs die beiden hegremfen Geraden AC und BD tm i/imeiiii-atnes Lot 
hesitsseti, und zwar innerhalb der Grenzen, die durch die yKictumn Punläc 
A und festgelegt sind. 

Beweis. Sind nämlich AB und CD gleich, so steht mach Lehr- 
satz 11) die Gerade LK, die AC und .BD beide 
halbiert, sicher auf beiden gleichzeitig senkrecht. 

Ist aber eine von beiden gröfser, zum Bei- 
spiel AB, so falle man auf BD (nach I. 12) aus 
einem Punkte L von AC das Lot LK, das die 
andere BD in K treffe. Dieses wird sie dann in 
einem Punkte K treffen, der zwischen den Punkten 

*) [Hier iat die Möglichkeit vlberselien, dafa der l'unlit P 
föllt, «nu dann kommt nuiii auf keinen Widerspruch.] 
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B und D liegt, (.luiin sonst schiiitte das Lot LK (gegea I. 17) eine der 
beiden Geraden AB oder CD, die gleichfalls auf BD senkrecht stellen. 
Sind nun die "Winkel an dem Punkte L keine rechten, so ist der eine 
von ihnen spitz und der andre stumpf. Es liege der stumpfe auf 
der Seite des Punktes C. 

Jetzt denke man sich die Gerade LK derart nach AB hin be- 
wegt, (lafe sie immer auf BD senkrecht steht und zugleich, geeignet 
vergröfsert oder verkleinert, die Gerade ÄC in einem ihrer Puukte 
schneidet. Die Winkel an den Schnittpunkten mit AC können auf 
der Seite von C sicher nicht alle stumpf sein, sonst wäre schliefslich 
auch in dorn Punkte A, wo die Geraden LK und AB einander 
decken, der Winkel am Punkte A auf der Seite von C stumpf, 
während er doch auf dieser Seite, nach der Annahme, spitz ist. Da 
nun vorausgesetzt wurde, dafs der Winkel von LK beim Punkte L 
auf der Seite von stumpf sei, so kann die Gerswle LK bei ihrer 
Bewegung nicht dazu übergehen, in einem ihrer Punkte auf der Seite 
des genannten Punktes C einen spitzen Winkel mit der Geraden AC 
zu bilden, ohne vorher in einem ihrer Funkte auf der Seite desselben 
Punktes C mit AC einen rechten Winkel gebildet zu haben. Es 
giebt also zwischen den Punkten A und L einen gewissen Zwischen- 
punbt JT, wo die auf BD senkrecht stehende Gerade SK auch auf 
der andern AC senkrecht steht*). 

Auf ähnliche Weise zeigt mau, dafs es eine Gerade XK zwischen 

LK und CD giebt, die sowohl auf der Geraden 

BD als auch auf der Geradun AC senkrecht 

steht, wenn nämlich vorausgesetzt wird, dafs der 

stumpfe Winkel bei L auf der Seite von A liegt. 

Die Geraden AC und BD haben also sicher 

ein gemeinsames Lot, und zwar innerhalb der 

j lg. 26. durch die gegebenen Punkte A und C festgelegten 

Grenzen, sobald die Verbindungsgeraden AB und 

CD in derselben Ebene liegen und auf BD senkrecht stehen [und mit 

AC spitze innere Winkel bilden]. Was zu beweisen war. 

Lehrsatz XXIII, Liegen irgend mei Gerade AX imä BX**) 
(Fig. 37) in derselben Bhem:, so hahefn sie (auch bei der Hypothese 

*) [Auch hier macht Sacclieri von dem Axiome Anr stetigen Änderunfi Ge- 
brauch; man vergleiche die Anmerkung S. 56.] 

**) [An dieser Stelle benutzt Saccluri denselben Buchstaben, X, wohl des- 
halb zweimal, weil er in dem FaUe, wo die beiden Geraden AT) und ßK ein- 
ander treffen, X als ihren Schnittpunkt auffafet.] 
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des spitsen WinJuU) entweder ein gmtemsames Lot oder sie müssen 
wenn mm sie itach einer geimssm aber hetie nacli ä&sdben Seite ver 
Jangeri, entweder einmal m endl iher Untfanunq rnarnn cntrcffm oder 
wenigstens einander tmmer nalier Icommen 

Beweis Aus ugend einem Pui kte 4. von ÄX f lle man auf lie 
Gerade BX das Lot AH. Wenn SA mit 1 X emtn 
rechten Winkel bildet, haben wir den behaupteten 
Fall des gemeinsamen Lotes. Sonst aber wird 
diese Gerade auf einer von' beiden].Seiten, znm 
Beispiel auf der des Punktes X, einen spitzen 
Winkel bilden. Dann wähle man auf der ge- 
nannten Geraden AX zwischen den Punkten Ä 
und X irgend welche Punkte J), R, L und fälle .j^ 
von diesen auf die Gerade SX die Lote DK, *'^- ^''■ 

HK, LK. Ist einer der Winkel^bei den Punkten J), H, L auf der 
Seite des Punktes A spitz, so^'giebt es (nach dem vorhergehenden 
Lehrsatze) sieher ein gemeinsames Lot von AX imd BX. Wenn aber 
jeder dieser Winkel gröfser als ein spitzer ist, so ist entweder einer 
ein rechter, und dann haben wir wiederum den Fall des gemeinsamen 
Lotes, da alle Winkel hei den Punkten K als rechte angenommen 
sind, oder es müssen alle jene M^inkel auf der Seite von A stumpf, 
und somit auf der Seite von X spitz sein. Dann schliefse ich wieder so: 

Da in dem Viereck KBNK die Winkel bei den Punkten K 
rechte sind, der Winkel beim Punkte I) aber spitz sein soll, so ist -ic 
(nach Zusatz II hinter Lehrsatz III) die Seite BK gröfser als die 
Seite HK. Auf ähnliche Art zeigt man, dafs die Seite HK gröfser 
ist als die Seite LK, mid so geht es immer weiter, wenn man die 
Lote mit einander vergleicht, die aus immer weiter hinauf liegenden 
Punkten von AX auf die andre Gerade BX gefällt sind. Deshalb 
werden sieh AX und BX auf der Seite des Punktes X einander immer 
mehr nähern, und dies ist die zweite unter den beiden Möglichkeiten 
unsers Lehrsatzes. 

Nach alledem ist sicher, dafs irgend zwei Gerade AX und BX, 
die in derselben Ebene liegen, entweder (auch bei der Hypothese 
des spitzen Winkels) ein gemeinsames Lot besitzen, oder, wenn 
man sie nach einer gewissen, aber beide nach derselben Seite ver- 
längert, entweder einmal in endlicher Entfernung zusammentreffen 
oder wenigstens einander immer näher kommen müssen. Was zu be- 
weisen war. 

Zusatz I. Hiemach sind bei jedem Punkte von AX, von dem 
aus man das Lot auf die Gerade BX fällt, die Winkel auf der Seite 
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der Grimdlinie AB immer stumpf; sie siutl immer stumpf, wiederhole 
ich, so oft sich jene beiden Geraden AX und BX auf der Seite der 
Punkte X einander immer mehr nähern. Das mufs man richtig 
auffassen, es sind nämlicli die Lote zu nehmen, die vor dem erwähnten 
Zusammentreffen gefallt sind, falls etwa die eine Gerade die andre in 
endlichem Abstände treffen sollte. 

Anmerkung. Ich sehe freilich, dafs hier noch die Frage offen 
yD bleibt, auf welche Weise man das Vor- 

f^ — ^-| ^ handensein jenes gemeinsamen Lotes 

zeigen soll, wenn irgend eine Gerade 
FFRD (Fig. 28), welche die beiden 

J- jr Geraden AX und BX in den Punkten 

p F und H trifft, auf derselben Seite 

^'^' '^- zwei innere Winkel ÄHF und BFH 

i bildet, die zwar keine rechten, aber zusammen gleich zwei Rechten 
sind. Hier folgt deshalb eine geometrische Herleifcung dieses gemein- 
samen Lotes, 

Man halbiere FR in M und fälle auf AX und BX die Lote 
MK und ML. Der Winkel MFL ist (nach L 13) gleich dem Winkel 
MHK, der ja nach der Voraussetzung mit dem Winkel BFH zwei 
Rechte ausmacht. Äufserdem sind die Winkel an den Punkten K 
und L rechte, und endlieh sind MF und MH gleich. Also sind 
(nach L 26) auch die Winkel FML und HMK gleich. Deshalb ist 
der Winkel HMK zusammen mit dem Winkel HML gleich zwei 
Rechten, da (nach I. 13) der Winkel FML mit diesem zusammen gleich 
zwei Rechten ist. Polglich ist KML (nach I. 14) eine zusammen- 
hängende gerade Linie und mithin für die genannten Geraden AX 
und BX das gemeinsame Lot. Was zu beweisen war, 

Zusatz IL Hieraus kann ich wieder beweisen, dafs jene beiden 
Geraden AX und BX, mit denen die schneidende Gerade PFHI) 
entweder auf derselben Seite zwei innere Winke! bildet, die zusammen 
gleich zwei Rechten sind, oder, was daraus (nach L 13 und 15) folgt, 
gleiche äufsere oder innere Wechselwinke!, oder auch, aus demselben 
Grunde, einen äufseren (zum Beispiel DHX), der gleich ist dem 
inneren gegenüberliegenden HFX^ dafs, sage ich, jene beiden Geraden 
auch bei der Verlängerung ins Unendliche nicht zusammentreffen 
können. 

Wenn man nämlich aus irgend einem Punkte N von AX auf 
BX dns Lot Nil fällt, so wird dieses bei der Hjpotliese des spitzen 
Winkels (die uns jn allein hinderlich sein kann) grbfser als das ge- 
meinsame Lot KL (nach Zusatz I hinter Lehrsatz IH). Daher 
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können jene beiden Geraden AX und BX niemals mit einander zu- 
sammentre ff en. 

Ferner haben wir hiermit die Lehrsätze 27 und 28 des ersten 
Buehes von Euklid bewiesen, und zwar ohne die vorhergehenden Lehr- 
sätze 16 und 17 desselben ersten Buches in ihrer vollen Allgemeinheit 
zu benutzen. Bei diesen könnte nämlich eine Schwierigkeit entstehen, 48 
wenn sich Über einer endliehen GrundUnie ein Dreieck mit unendlich 
grofsen Seiten befände, und auf ein solches Dreieck würde sich mit 
Recht berufen, wer glaubt, dafs jene Geraden AX und BX wenigstens 
in unendhch grofser Entfernung zusammentreffen, selbst wenn die 
Winkel bei der schneidenden Geraden PFSD so beschaffen sind, wie 
wii sie voraussetzten 

Ubi genu können we-,ea le'' Nacl weise« eines gemeinsamen Lotes 
KL die beiden Geialen AT unl I\ auf lei Seite dei Punkte X 
sichüi nicht zusammenlai fe la sonst (wegen emei Ificht veistind 
liehen Auteinandei legung) .;i gleich auf lei andern Seite lie ubng 
bleibenden unbegienztei Geraden 7t 1 und LB z sammenhefcn uut 
infolgedessen die Geraden AX und B\ einen Eaim eiiischlus'?en wi,s 
gegen die Natur dei geraden Lii le lat 

Doch darauf kommen wu «i itei zuiuck Dem im \ orhei 
gehenden habe ich I Ib und 17 nur dann angewandt wenn es a ch 
i genicheml n.h um cm vollst ndig be^ienztes Dieieck handelte ivof i 
•^orge zu tn„pn ich m lern \ orwort an den Le sei veisprochen hatte 

Lehrsatz XXIV Unta (hnselbm Vorantsdninge» ) Mtaupte ch 
dj/b di iiet nmUl (Ftg 27) des der Grundlinie AB iwJißrm liacüb 
KDHK (hei der Hypothese da, spitgen W nJ eh) eiisammm Ueiuo 
nd als dit xier Wiilel des lon derselben GninUime mtfemtemi V u 
eds KHLK mtd etia) gilt dib soiiohl nenn dte heideji Geraden A\ 
und BX nmal in eiuUu-hn Entfunwg auf der Stite der PunJlo X 
2usammentreften ah, au h neun sie e nandet niemals treffen vtelmeh auf 
jener Settp mttieder einander mehr und meh notier lommm oda ei^imal 
ein gemetvsames Lot erhalten lem deni aus ste ja dodi (na^h Zusatz II 
«M dem v(fihe) jehenden Leltrsitsc) nach eJen d e er Seit mseinander^u 
gehen anfangen 

Beweis Hiei setzen ivir jedoch voiaus dafs die Stucke KK ein 
andei gleich gei ahlt <«ind Da nun (nach dem Vorhergehenden) die 40 
Seite DA giofaei ist als he '^eite TIK und el enso HK gi fser ist 
als he Seite T K so nehme min a 1 HR ein St cl MK gleich LR 

»e e 1 T ph s-itzes X\II f 1 Fil I e 

weitei 1 le atuc pf i 1 ] 
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und auf BK ein Stück NK gleich HK und verbinde 31 mit N, M 
mit K und L mit K, nämlich den mittelsten Pimkt K mit dem 
^ ^v- Punkte L und den B näheren Punkt K mit dem 
Punkte M. Jetzt verfahre ich so: 

Da ja die Seiten des Dreiecks KKL (ich 
werde immer mit dem Punkte K beginnen, der 
tiäher an S liegt) den Seiten des Dreiecks 
KKM gleich sind und auch die eingeschlossenen 
Winkel gleich sind, nämlich rechte, so sind (nach 
I. 4) auch die Grundlinien LK und MK gleich, 
^'S- ^' und ebenso sind die einander entsprechenden 

Winkel au diesen Grundlinien gleich, also der Winkel KLK dem 
Winkel KMK und der Winkel LKK dem Winkel MKK. Folglich 
sind auch die Reste NKM und HKL gleich. Da ferner ebenso die 
Seiten NK und KM des Dreiecks NKM den Seiten RK und EL 
des Dreiecks HKL gleich sind, so sind (wieder nach I. 4) auch die 
Grundlinien NM und JTL, die Winkel KNM und KHL und endlich 
die Winkel KMN und KLH gleich. Es wurde aber sclion bei den 
früheren Dreiecken nachgewiesen, dafs die Winkel KLK luid KMK 
gleich sind. Mithin ist der ganze Winkel NMK gleich dem ganzen 
Winkel HLK. Deshalb folgt offenbar, da alle Winkel bei den Punkten 
K rechte sind, dafs die vier Winkel des Vierecks KN3IK zusammen 
den vier Winkeln des Vierecks KHLK gleich sind. Weil aber (nach 
dem Zusätze hinter Lehrsatz XVI) die beiden Winkel an den Punkten N 
und M in dem Viereck KNMK bei der Hypothese des spitzen Winkels 
zusammen gröfser sind, als die beiden Winkel des Vierecks NDHM 
oder des Vierecks KBHK bei D und S zusammen, so folgt hieraus, 
dafs (nach Hiuzufügung der gemeinsamen rechten Winkel an den 
Punkten K) die vier Winkel des Vierecks KNMK oder des Vierecks 
KHLK (bei der Hypothese des spitzen Winkels) zusammen grofser 
sind, als die vier Winkel des Vierecks KHHK zusammen. Was zu 
beweisen war. 
> Zusatz, Es ist übrigens zweckmäfsig hier zu bemerken, dafs die 

angewandte Beweisführung gültig bleibt, auch wenn — bei der Hypo- 
these des spitzen Winkels — der Winkel beim Punkte L als rechter 
angenommen wird. Denn (las gemeinsame Lot LK wäre (nach Zu- 
satz I hinter Lehrsatz III) immer noch kleiner, als dus andre Lot 
HK, und deshalb könnte man auf diesem ein Stück gleich dem 
erwähnten Lote annehmen. Sobald aber das feststeht, kann nichts 
Störendes mehr eintreten. 

Anmerkung. Nichtsdestoweniger könnte mau zweifeln, ob eine 
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Senkrechte, die in irgond einem Punkte K (der auf BX vor dem 
Zusammentreffen von BX mit der andern Geraden AX angenommen 
ist) nacäi der Seite von AX errichtet wird, diese Gerade in einem 
Punkte L treffen mufs (Fig. 29), wofern man nämlicli voraussetzt, 
dafs sich jene beiden Geraden vor dem erwähnten Zusammentreffen 
einander immer mehr nahem*). Ich behaupte aber, dafs es sich auf 
folgende Weise vollständig ergiebt. 

Beweis. Man wähle auf BX einen beliebigen Punkt K und 
auf AX nehme man ein Stück AM an, gleich ^ 

BK vermehrt um das Doppelte von AB. Dann 
fälle man von M aus (nach I. 12) auf BX das 
Lot MN. Es ist (bei der gegenwärtigen Voraus- 
setzung) MN kleiner als AB. Deshalb ist A3f 
(das gleich BK vermehrt um das Doppelte von AB 
ist) gröfser als die Summe von BK, AB und 
NM. Jetzt mufs gezeigt werden, dafs AM 
seinerseits kleiner ist, als die Summe von BN, 
AB und MN, damit sich hieraus ergebe, dafe 

BN gröfser ist als die genannte Gerade BK, und dafs deshalb der 
Punkt K zwischen den Punkten B und iV" liegt. 

Man ziehe BM. Die Seite AM ist (nach I. 20) kleiner als die 
beiden übrigen Seiten AB und BM zusammen. Ebenso ist die Seite & 
BM (wieder nach I. 20) klemet als die beiden Seiten BN und MN 
zusammen. Folglich ist die Seite AM viel kleiner, als die Seiten 
AB, BN und NM zusammen. Das aber war zu zeigen, damit sieh 
ergäbe, dafs der Punkt K zwischen die Punkte B und N fällt. 

Hieraus folgt nun, dafs die Senkrechte, die im Punkte K nach 
der Seite von AX errichtet wird, diese Gerade in einem Punkte L 
treffen mufs, der zwischen den Punkten A und M liegt, denn sonst 
müfste sie (im Widerspruche mit I. 17) eine der beiden auf BX 
senkrechten Geraden AB oder MN schneiden. Was zu beweisen war. 




Lehrsatz XXV Wenn "wti in dnselbtn Üben liegende Gaatlc 
{Fig 30) AX und BX (und zwar soll die eine m detn Pimlte A einen 
spitzen WinJ-d md AB bilden die andre m dem JPmikte B anen 
rediten W'^t^el) auf der Snte der Punkte X et/nandet inimer nahet 



*■) [^&icchen will hiermit s'igen dafa die beiden Geraden 4 \ in I Ja \ e st 
jm Uncndliohen zuaimmentreflen Stilen Ohne dieae Voraussetzung wurde min 
in den- folgendtn Beweist, nitht behaupten dürfen dafs JfA kleiner als AS 
sein miilt denn If k nnte d mn jenseits de? Schniltpunktei der heiden Geraden 
hegen ] 
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Iwmmen, während jcdooh ihr ibstand st"fo j) )/ber bleibt als eilte (, 
lieffebme Liiitge: s) Ummit die Hy^tltebf des spiteen Witüiels su Falk. 
Beweis. Gegeben sei die Lange M Nimmt man iiuu auf SX 
ein Stock BK an das ein beh(>bi„e!i Vielfaches der vorgelegten 
Länge B ist, so wird (nach der vorhei gehenden Anmerkung) das in K 
nach der Seite voa A\ eirichtete Lot diese Gerade sicher in einem 
Punkte L treffen, und ferner ist (lei der gegenwärtigen Annahme) 
KL sicher grijfser als die genannte Linge Ji. Weiter denke man 
sich BK in lauttii "^t n,ke ÄA geteilt von denen jedes einzelne 
gleich li ist bia z iletzt auch KB gleich der 
Lange 1 wird Endlich mögen in den PunktcJi 
A auf B\ benkrechte errichtet werden, die 
ÄX in den Punkten A, H, D, M bis zu einem 
Punkte N treffen, der dem Punkte Ä am 
nächsten ist. Nun verfahre ich so: 

Es sind (nach dem vorhergehenden Lehr- 
sätze) die vier Winkel des von der Grundlinie 
entfernteren Vierecks KHLK zusammen gröfser 
als die vier Winkel des der Gfrundlinie näheren 
'^' ' Vierecks KJJHK, und die vier Winkel dieses 

Vierecks sind zusammen gröfser als die vier Winkel des Vierecks 
KMDK, das ihm in der Richtung nach der Grundlinie ku folgt. 
Und so geht es immer weiter bis zum letzten Viereck KNAB, 
dessen vier Winkel zusammen am kleinsten sind im Vergleich zur 
Summe der vier Winkel jedes der Vierecke, die weiter oben nach 
den Punkten X zu liegen. Da es aber solcher Vierecke, wie sie im 
Vorhergehenden beschrieben wurden, eben so viele giebt als man, 
abgesehen von der Grundlinie AB, Lote aus Punkten von AX auC 
die Gerade BX getällt hat, so kann man die Gesamtsumme aller der 
Winkel ermitteln, die in jenen Vierecken enthalten sind. 

Wir wollen annehmen, man habe neun solche Lote gefällt und 
habe daher auch neun Vierecke. Nun sind (nach I. 13) gleich vier 
Rechten die Winkel zu beiden Seiten der beiden Endpunkte jedes der 
acht Lote, die zwischen der Grundlinie AB und dem entferntesten 
Lote LK liegen. Daher ist die Summe aller dieser Winkel gleich 
32 Rechten. Übrig bleiben die beiden Winkel an dem Lote LK 
und die beiden an der Grundlinie AB. Aber der Winkel beim Puukte 
K und der beim Punkte B sind der Annahme nach rechte, wUhrend 
der Winkel beim Punkte A (nach dem Zusätze [1] hinter Lehrsatz XXI II) 
stumpf ist. Mithin übertrifft (auch ohne Berücksichtigung des spitzen 
Winkels bei dem Punkte A) die Summe aller Winkel, die von den 
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iieon Viereclien gebildet werden, 35 Rechte. Hieraus folgt aber, dafs 
die Summe der vier Wiukel des am weitesten von der Giiindlinie 
entfernten Vierecks KHLK sicli von vier Rechteji um weniger als 
den nennten Teil eines ßechten unterscheidet, nnd zwar ancli dann 
noch, wenn jedem einzelnen jener Vierecke der gleiche Anteil an der 
genannten Summe aller Winkel zukäme. Mithin wird der betreffende 
Unterschied sogar noch kleiner sein, da gezeigt worden ist, daTs die 
Snmme der vier Winkel jenes Vierecks KHLK im Vergleich zur Summe 
der vier Winkel jedes der übrigen Vierecke die allergröfste ist. 5, 

Femer aber kann man wegen der Annahme, unter der dieser 
Lehrsatz gültig sein soll, die Länge von liK so grofs annehmen, dafs 
über den Grundlinien KK, die jede für sich jener gegebenen Länge R 
gleich sind, soviele Vierecke gezeichnet werden können, als man nur 
will. Daher wird sich die Abweichung der Winkelsumme des ent- 
ferntesten Vierecks KHLK von vier Rechten schliefslich kleiaer heraus- 
stellen als ein Hundertstel und als ein Tausendstel und Überhaupt als 
jeder noch so kleine angebbare Teil eines Rechten. 

Weiter sind jedoch (nach der vorhergenannten Voraussetzung) LK 
und HK gröfser als die gegebene Länge ß. Wenn man also auf KL 
und KH Stücke KS und KT gleich KK oder der Lange R annimmt, 
so ist, wenn man ST zieht, {nach dem Zusätze hinter Lehrsatz XVI) 
die Summe der Winkel KST und KTS (hei der Hypothese des 
spitzen Winkels) gröfser als in dem Viereck THLS oder in dem 
Viereck KHLK die Summe der Winkel bei den Punkten H und L, 
und deshalb sind (nach Hinzufügung der gemeinsamen rechten Winkel 
bei den Punkten K und K) die vier Winkel des Vierecks KTSK 
zusammen gröfser als die vier Winkel jenes Vierecks KHLK. 

Nunmehr ist einerseits unveränderlich und gegeben das Viereck' 
KTSK, denn es wird gebildet von der Grundlinie KK, die gleich der 
gegebenen Länge B, sein sollte, femer von den beiden Loten TK 
und TS, die dieser Grundlinie gleich sind und endlich von der Ver- 
bindung sgera den TS, die durchaus bestimmt ausfallt, nnd andrerseits ist 
bewiesen, dafs die Summe der vier Winkel jenes unveränderlichen und 
gegebenen Vierecks gröfser ist als die Summe der vier Winkel des 
Vierecks KHLK, das von der Grundlinie AB beliebig weit absteht. 
Folglich' fällt die Summe der Winkel jenes unveränderlichen und 
gegebenen Vieiecks KTSK gröfser aus als irgend eine Summe von 
Winkeln, die auch nDth so wenig von vier Rechten abweicht, denn 
es ist gezeigt worden dafs man immer ein solches Viereck KHLK 
angeben kaim, Ici dem die Winkelsumme von vier Rechten weniger G- 
abweicht als ir^enl ein mgebbarer uoeh so kleiner Teil eines rechten 
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Winkels. Mitiiiu ist die Summe der Winke! jenes unveränderlichen 
und gegebenen Vierecks entweder gleich vier Rechten oder gröfser. 
Dadurch aber wird (nach Lehrsatz XVI) die Hypothese des rechten 
Winkels oder die des stumpfen Winkels bedingt, und infolgedessen 
kommt (nach Lehrsatz V und VI) die Hypothese des spitzen Winkels 
zu Falle, 

Daher wird die Hypothese des spitzen Winkels sicher zerstört, 
wenn zwei in derselben Ebene liegende Gerade einander immer näher 
kommen, während jedoch ihr Abstand stets gröfser bleibt, als eine 
gewisse gegebene Länge. Das aber war zu beweisen, 

Zusatz I. Aber (wenn einmal die Hypothese des spitzen Winkels 
zerstört ist) so liegt nach Lehrsatz XIII das strittige Euklidische Axiom 
auf der Hand, was eben hier darzulegen, ich in der Anmerkung III 
hinter Lehrsatz XXI verheifsen habe, als ich den Versuch des Arabers 
Nassaradiü besprach. 

Znsatz II. Andrerseits läfst dieser Lehrsatz und der frühere 
dreiundzwanzigste deutlich erkennen, dafs es zur Begründung der Eu- 
klidischen Geometrie nicht genügt, wenn mau die beiden folgenden 
Festsetzungen trifft: 

Die erste besteht darin, dafs man solche Gerade parallel nennt, 
die in derselben Ebene liegen und ein gemeinsames Lot besitzen. Die 
zweite besteht darin, dafs alle Geraden, die in derselben Ebene liegen 
und kein gemeinsames Lot besitzen und daher nach der angenommenen 
Erklärung nicht parallel sind, sich einmal, sobald sie nach einer von 
beiden Seiten immer mehr verlängert werden, wenn nicht in endlicher, 
65 so doch in unendlicher Entfernung schneiden müssen. Es wäre nämlich 
erst noch zu beweisen, dafs irgend zwei Gerade, die in derselben 
Ebene liegen und mit denen eine schneidende Gerade auf derselben 
Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner als zwei Rechte 
sind, sonst nirgends ein gemeinsames Lot erhalten können. Es wird 
sich aber weiter unten*) herausstellen, dafs, wenn man dieses bewiesen 
hat, die Euklidische Geometrie aufs Strengste begründet ist, 

Lehrsatz XXVI. Wenn die vorhergenannten Geraden ÄX wnd BX 
(Fig. 31) zwar susammentreffen sollen, jedoch erst, wenn man sie nach 
der Seite der Punkte X ins Unendliche verlängert hat, so heJuwpte ich, 
dafs man auf AB heinm Punkt T ang^ett hann, hei dem die nach der 
Seite von AX ^richtete Senkre^te diese Gerade AX nicht in einem 
en^ichen oder hegrmsten Abstände in einem Punkte F trifft. 



*) [Nämlich iu der Annieftung I zu Lehrsatz XXVJI.J 
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Es giebt nämlich (bei der obigen Annahme) auf J.X einen 
Punkt 1^, der so beschaffen ist, dafs das von ihm auf BX^ gefällte 
Lot JV"£^ kleiner ist, ala jede beliebige gegebene Länge, 7,um Bei- 
spiel als TB. Dann aber nehme 
man auf TB ein Stück GB gleich 
'NK und ziehe Gl^. Bei der Hy- 
pothese des spitzen Winkels ist nun 
der Winkel WCB spitz. Mithin 
wird (nach I. 13) der Nebenwinkel 
JVCr stumpf. Also wird die Ge- 
rade, die von einem Punkte T aus 
(der zwischen den Punkten A und 

G liegt) senkrecht nach der Seite Eig. 31. 

von jIX gezogen wird, (nach L 17) 

keinen Punkt von CE treffen und deshalb (weil sie sonst mit AT 
oder mit TG einen Raum einschlösse) die begrenzte Gerade A'N iu 
einem Punkte F treffen. 

Daher liegt sogar bei der Hypothese des spitzen Winkels (die, wie 
wir wissen, hier allein noch störend sein kann) auf AB kein angeb- 
barer Punkt T, bei dem die nach der Seite von j4X errichtete Senk- 
rechte die Gerade A^ nicht in endlicher oder begrenzter Entfernung 
in einem Punkte F trifft. Was zu beweisen war. 

Zusatz L Hieraus folgt aber, dafs, wenn man auf der Ver- 50 
längerung von AB irgend einen Punkt M. annimmt und von ihm aus 
nach der Seite der Punkte X die Senkrechte M.Z zieht, diese, auch 
wenn sie ins Unendliche verlängert wird, nicht mit der genannten 
Geraden AX. zusammentreffen kann, denn sonst miifste die andre 
Gerade BX. (nach dem vorhergehenden Beweise) eben diese Gerade 
jIX in endlichem Abstände treffen, was der gegenwärtigen Voraus- 
setzung widerspricht. 

Zusatz n. Daraus folgt ferner, dafs jede Seukrechto, die in einem 
Punkte jener, beliebig verlängerten, Geraden AB errichtet ist, aber 
freilich nicht in einem unendlich entfernten Punkte, die genannte 
Gerade jIX in endlichem Abstände treffen mufs, sobald man nämlich 
die Aimahme macht, dafs sich jede solche Senkrechte der andern 
immer weiter verlängerten Geraden AX. immer mehr ohne jede be- 
stimmte Grenze nähert, 

Zusatz m. Hieraus folgt endlich, dafo BX von jener Geraden 
AX nicht geschnitten werden kann, auch wenn diese ins Unendliche 
verlängert wird, weil man sieh sonst aus einem Punkte von AX jenseits 
des genannten Sclmittes auf die Verlängerung von AB ein Lot ZM. 

StäakDl u. Engel , Fsriillelentbsotje. I 
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gefällt denken könnte, woraus wiederum folgte, dafs BX (gegen die 
eben gejnaclite Voraussetzung) die genannte Gerade AX nicht in 
einem unendlichen, sondern schon in einem endlichen Abstände träfe. 
Aber diese letzte Bemerkung zu maelien, liegt eigentlich hier 
noch kein Bedürfnis vor*). 




7 Lehrsatz XXVII. ZieJit man von dem Punkte A äer Geraden AB 

aus unter einem beliebig Meiizen Winkel eine Gerade AX (Fig. 32), und 
mtifs diese schliefslich (wenigstens in unendlicher En^emung) jede Senk- 
recJite BX treffen, die man sich in irgend einer Entfernung von dem Punkte 
A auf der schneidenden Geraden AB errichtet dmlit, so hekaupte ich, dafs 
für die Hypothese des g«tem Winkels kein Baum mehr vorhandeil ist. 

In einem Punkte K, der in der Nähe des Punktes A 
i- auf AB beliebig angenommen sei, 
errichte man auf AB das Lot KL, 
das {nach Zusatz II zuua vorher- 
gehenden Lehrsatze) AX stets in 
endlicher oder begrenzter Entfer- 
nung in einem Punkte L trifft. 
Nun kann man auf KB Stücke 
—lö KK annehmen, deren jedes einer 
jig, 3ij. gewissen gegebenen Länge J? gleich 

ist, und deren Anzahl gröfser ist 
als irgend eine gegebene endliche Zahl, da ja der Punkt B, nach der 
gegenwärtigen Voraussetzung, in beliebiger Entfernung von dem Punkte 
A angenommen werden darf. 

Demnach errichte man [erstens] in den andern Punkten K auf 
AB die Lote KH, KD, KP, die (nach dem eben erwähnten Zusätze) 
alle die Gerade AX in gewissen Punkten S, D, P treffen; und eben 
dasselbe gilt für die übrigen, in gleicher Weise gewählten Punkte K 
nach B hin. 

Zweitens sind (nach I. 16) die Winkel bei den Punkten L,II,B,P 
auf der Seite der Punkte X alle stumpf, und ebenso (nach I. 13) 
die Winkel an den gonaimten Punkten auf der Seite des Punktes 
A alle spitz. Also ist (nach Zusatz II hinter Lehrsatz III) die Seite 
KH gröfser als die Seite KL, die Seite KB grofser als die Seite KH, 
und so immer weiter, wenn man nach den Punkten X hin wandert. 
Drittens ist die Summe der vier Winkel des Vierecks KLHK 



*) [Saccheri behandelt hier den unendlich fernen Schnittpunkt, als oh er ein 
im Endlichen liegender Punkt wäre. Sein späterer Beweis für daa Euklidische 
Asiom (Lehrsatz XSXTII) beruht auf derselben irrtümlichen Auffassung.] 
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gröfser als die Summe der vier Winkel dos Vierecks KHDK, denn 
das ist in einem ähnlichen Falle schon in Lehrsatz XXIV bewiesen 
worden. 

Viertens gilt dasselbe von dem Viereck KHDK im Vergleich 
zu dem Viereck KDPK, und so immer, wenn man zu Vierecken 
übergeht, die von dem Punkte A weiter entfernt sind. &: 

Da es Dim (wie bei Lehrsatz XXV) solcher Vierecke, wie sie 
eben beschrieben worden sind, ebensoviele giebt als, abgesehen von 
dem ersten Lote LK, aus Punkten von AX auf die Gerade AB Lote 
gefällt sind, so ist (wenn wir annehmen, dafs aufser dem ersten neun 
solche Lote gefällt sind) in gleicher Weise sicher, dafs die Summe 
aller Winkel, die von jenen neun Vierecken gebildet werden, 35 Eeehte 
übersteigt, und dafs deshalb die Summe der vier Winkel des ersten 
Vierecks KLHK, das in dieser Beziehung die andern alle übertrifl't, 
von vier Rechten um weniger abweicht, als der neunte Teil eines 
Rechten beträgt. Vermehrt man daher die Vierecke über jede be- 
liebige angebhare endliche Zahl, indem man immer nach der Seite 
der Punkte X hin wandert, so unterscheidet sich in ähnlicher Weise 
(wie bei dem schon erwähnten Lehrsatze) die Summe der vier Winkel 
jenes festen Vierecks KLHK von vier Recliten um weniger, als 
irgend ein beliebiger angebbarer Bruchteil eines Rechten. Also ist 
die Summe jener vier Winkel entweder gleich vier Rechten oder 
gröfser. Dadurch aber wird (nach Lehrsatz XVI) die Hypothese des 
rechten Winkels oder die des stumpfen Winkels bedingt, und deshalb 
(nach Lehrsatz V und VI) die Hypothese des spitzen Winkels zu 
Falle gebracht. 

Daher ist sicher kein Raum für die Hypothese des spitzen T\ inkels 
vorhanden, wenn eine Gerade AX, die untci eniem beliebig kleinen 
Winkel von dem Punkte A der Geraden AB aus gezogen ist, schliefs- 
lich (wenigstens in unendlicher Entfernung) jede 'senkrechte BX 
treffen mufs, die man sich in irgend einer Entfernung von dem Punkte 
A auf der schneidenden Geraden AB errichtet denkt. Was zu be- 
weisen war. 

Anmerbang L Grade dieses habe ich in dem Zusätze II hinter 
Lehrsatz XXV vorausgesagt, dafs nämlich für die Hypothese des 
spitzen Winkels kein Raum übrig bleibt, oder dafs die Euklidische f, 
treometrie aufs Strengste begründet wird, wenn irgend zwei Gerade, 
die in derselben Ebene liegen, zum Beispiel AX und BX, und mit 
denen eine schneidende Gerade AB (wo der Punkt B in beliebiger 
Entfernung vom Punkte A angenommen ist) auf der Seite der Punkte 
X zwei Winkel bildet, die zusammen klehier sind als zwei Rechte, 
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wenn (sage ich) diese Geraden (unter der gemachten Voraussetzung) 
nirgends ein gemeinsames Lot besitzen. Dann kommen nämlicli jene 
beiden Geraden AX und JIX einander immer näher und zwar ent- 
weder bis zu einer gewissen bestimmten Grenze, wie in Lehrsatz XXV, 
oder ohne bestimmte Grenze und daher bis zum Zusammentreffen, 
weuigstena nach unendlicher Verlängerung, wie in diesem Lehr- 
satze XXVII. Wir wissen aber, dafs in jedem der beiden erwähnten 
Fälle die Hinfälligkeit der Hypothese des spitzen Winkels bereits er- 
wiesen ist, und das war unsre Absicht. 

Anmerkung IL Und das ist wiederum, was ich am Schlüsse der 
Anmerkmig IV hinter Lehrsatz XXI versprochen habe, wie aus meinen 
Worten selbst deutlieh hervorgeht. 

Anmerkung HL Übrigens möchte ich hier auf den unterschied 
zwischen diesem Lehrsatze und dem früheren sieb- 
zehnten aufmerksam machen. Denn dort (man gehe 
auf Fig. 15 zurück) wurde die Hinfälligkeit der Hypo- 
these des spitzen Winkels gezeigt, wenn (unter der 
Voraussetzung, dafs die Gerade AB beliebig klein 
i7J ist) jede Gerade BD, die unter einem beliebigen 
spitzen Winkel gezogen ist, schliefslieh in einem 
Punkte K die Verlängerung des Lotes AH treffen 
,-,. mufs. Hier aber wird (umgekehrt) die Wahl eines 

beliebigen, äufserst kleinen spitzen Winkels bei A 
während das Stück AB, auf dem das unbegrenzte Lot BX 
I) zu errichten ist, von beliebiger Länge angenommen werden darf, 

Lehrsatz XXVHI. Wmn zwei G^ade AX und BX (die beide 
mich derselhen Seite, die erste unter einem spitzm und die zweite unter 
einem rechten Winkel von einer beliebig grofsen Geraden AB aus 
gesogen sind) ohne jede bestimmte Grenze einander immer näher liommen, 
wenigstens solange man die Verlängerung nicht bis ins UnendUehe erskeckt, 
so b^aupte ich erstens, dafs alle Winkel (Fig. 33) an beliebigen Punkten 
L,R,D von AX, von denen man auf die Gerade BX Lote LK, RK, BK 
^efäUthat, auf der Seite des Fut^tes A durchweg stumpf werden, zweitens, 
dafs sie immer Meiner werden, je weiter sie von dem Punlife A entfernt 
sind, wtd endlich, dafs diese Wütkel, je weiter sie von demselben Punkte 
A entfernt sind, sich um so mävr, ohne jede bestimmte Grenze, der 
Gleichheit mit dem rechten Winkel nähern. 

Beweis. Der erste Teil ist klar aus Zusatz I liluter Lehr- 
satz XXIIl. 
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Der zweite Teil aber -wird so erhärtet; Es sind nämlicli die 
beiden Winkel an LK auf der Seite der Grundlinie Ali (nach dem 
Zusätze hinter Lehrsatz XVI) zusammen grÖfser 
als die beiden inneren gegenüberliegenden Winkel 
an HK, wieder auf der Seite der Grundlinie 
AB. Es sind aber einander gleich, nämlich als 
rechte, die Winkel an jedem der beiden Punkte 
K auf der Seite der Grundlinie AB. Also ist 
der stumpfe Winkel bei L auf der Seite der 
Grundlinie AB gröfaer als der stumpfe Winkel 
bei H, wieder auf der Seite der Grundlinie AB. 
Auf ahnliche Weise zeigt man, dafs der ge- " ^^^ 

nannte stumpfe Winket bei H gröfser ist als 
der stumpfe Winkel bei dem Punkte D. Und so immer, ■> 
nach den Punkten X hin wandert. 

Der dritte Teil endlich erfordert eine längt 
Wenn das möglich ist, so sei MNC (Pig. 34) ein 
gewisser gegebener Winkel von der Beschaffen- 
heit, dafs der Überschafs jedes der erwähnten 
stumpfen Winkel über einen Rechten gröfser oder 
wenigstens nicht kleiner ist als dieser Winkel. 
Nun können (nach Lehrsatz XXI) die Seiten N3i 
und NC, die jenen Winkel MNC einschliefsen, 
augenscheinlieh so weit verlängert werden, dafs 
das Lot MG, das aus einem Punkte M von MN '" y,^, ^^ '' 

auf NC gefällt ist, (auch hier bei der Hypothese des r. 

spitzen Winkels) gröfser wird als irgend eine gegebene endliche Lilnge, 
zum Beispiel als die genannte Grundlinie AB. 

Man nehme demnach auf BX (Fig. 35) ein Stück BT gleich CN 
an und errichte in dem Punkte T nach der Seite von AX die 
Senkrechte TS, die (nach der Anmerkung 
hinter Lehrsatz XXIV) AX in einem Punkte 
8 trifft. Sodann falle man von dem Punkte 
S auf AB das Lot SQ. Dieses fällt (nach 
1. 17) auf die Seite des spitzen Winkels SAB 
zwischen die Punkte A und B. Weiter ist 
der Winkel QST in dem Viereck QSTB 
spitz, weil die drei übrigen Winkel rechte 
sind, sonst kämen wir ja (gegen Lehrsatz V 
und VI) auf die Hypothese des rechten Win- 
kels oder auf die des stumpfen Winkels. 
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Mitliiu ist die Gerade SQ (naeli Zusatz I hinter Lelirsatz 111) gröfser 
als die Gerade BT oder CN, und femer der Winkel ASQ gröfser als 
der Überscbufs des stumpfen Winkels AST über einen Rechten und 
somit gröfser als der Winkel MNC. 

Man ziehe nunmehr die Gerade Sl'] die AQ in i'' schneidet und mit 
SA einen Winkel gleich MNC bildet. Darauf fälle man von A auf die 
Verlängernng von SF das Lot AO. Der Punkt liegt (nach 1. 17) 
unterhalb des Punktes F, da der Winkel AFS (nach I. 16) stumpf ist. 
Endlieh aber: Da FS (nach I. 19) gröfser ist als QS und daher 
viel gröfser als BT oder CN, so nehme man auf FS ein Stück IS 
gleich CN an und errichte auf FS in dem Punkte / diö Senkrechte IB, 
die AS in dem Punkte R treffe. Es fällt aber der Punkt E zwischen 
die Punkte A und S. Fiele er nämlich in einen Punkt von AF, so 
hätten wir (gegen I. 17) in einem Dreieck zwei Winkel, die zusammen 
gröfser als zwei Rechte wären, da ja der Winkel bei dem Punkte F 
auf der Seite des Punktes A schon als stumpf erwiesen ist. 

Nach diesen umständlichen Vorbereitungen schliefse ich so: Da 
in dem Viereck AOIB die Winkel an den Punkten und I rechte 
sind, und da der Winkel an dem Punkte A 
wegen des rechten Winkels AOS (nach I. 17) 
spitz ist, imd da femer der Winkel IBA wegen 
des rechten Winkels BIS (nach L 16) stumpf 
ist, so folgt hieraus endlich (nach Zusatz 11 
hinter Lehrsatz III), dafs die Seite AO gröfser 
als die Seite IB ist. Es ist aber (wenn man 
OQ zieht) wegen des stumpfen Winkels bei 
die Seite AQ (nach I. 19) gröfser als die 
Seite AO, denn der Winkel AOS wurde ja 
gleich einem Rechten gemacht. Deshalb ist 
die Gerade AQ viel gröfser als die Gerade IB oder (nach I. 26) als 
die Gerade MC und mithin viel gröfser als die Gerade AB: der Teil 
gröfser als das Ganze, was widersinnig ist. 

Man kann daher keinen solchen Winkel MNC angeben, dafs der 
Überschufs jedes der genannten stumpfen Winkel über einen rechten 
Winkel stets gröfser oder doch nicht kleiner als dieser ist. Folglich 
müssen jene stumpfen Winkel, je weiter sie vom Punkte A entfernt 
sind, sich um so mehr, ohne jede bestimmte Grenze, der Gleichheit mit 
dem rechten Winkel nähern. Was an letzter Stelle zu beweisen war. 
Zusatz. Wenn aber das feststeht, was an letzter Stelle bewiesen 
ist, so folgt augenscheinlich, dafs jene beiden Geraden AX und BX 
ins Unendliche verlängert schliefslich ein gemeinsames Lot haben 
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werdeii, entweder in zwei verschiedenen Punkten oder in ein und 
demselben unendlich weit entfernten Punkte X. 

Dafs aber jenes gemeinsame Lot nicht in zwei versehiedeneu 
Punkten vorhanden sein kann, erhellt augenscheinlieh daraus, dafs 
sonst (nach Zusatz 11 hinter Lehrsatz SXIII) jene beiden Geraden als- 
daim anfingen sich von einander zu entfernen und daher auch nicht 
in unendlicher Entfernung zusammenträfen, sondern (gegen die aus- 
drilekliche Voraussetzung) auf jener Seite überhaupt nicht einander 
ohne jede bestimmte Grenze immer naher und näher kämen. Daher 
müssen sie das gemeinsame Lot in ein und demselben unendlich ent- 
fernten Punkte X besitzen. 



Lehrsatz XXIX. Niimd man tvieder die Fkßir 33 des verlier- r3 
gelieiuim Lehrsatm, so häiatif^te ich, dafs jede Gerade AC, die dm 
Winhel BAX schneidet, einmal in endlicher oder begrenzter ErOfemwng 
(auch 'bei der Hypothese des spitsen WinJcels) BX in einem Punkte 
P treffen wird, sobalä nämlich AC nacft der Seile der Punkte X hin 




Beweis, Zunächst wird die Gerade AG (weil sie sonst mit AX 
einen Baum einschlösse) die Geraden LK, IIK, DK in endlicher 
Entfernung in gewissen Punkten C, K, M treffen, 
wenn sie nicht vorher BX (versteht sich in 
endlicher Entfernung, was wir eben verlangen) 
in einem Punkte trifft, der zwischen B und 
einem der Punkte K liegt. Sodann sind (nach 
Zusatz I hinter Lehrsatz XXIII) die Winkel 
ACK, ANK und AMK stumpf. 

Weiter nahem sich (nach dem vorhergehenden 
Lehrsätze) jene Winkel, die sämtlich stumpf sind, 
ohne irgend eine bestimmte Grenze immer mehr _^ __ 

der Gleichheit mit dem rechten Winkel, falls 

nämlich jene Gerade AC die Gerade BX erst in unendlicher Entfer- 
nung treffen sollte. Man könnte daher zu einer Ordinate KMJ) 
kommen, bei der der Überachnfs des Winkels AMK über einen 
rechten Winkel kleiner wäre, als der Winkel BAC beträgt. Dann 
aber wäre der Winkel DAC oder DJ. If zusammen mit dem Winkel 
AMD grofser als ein Rechter, daher ergäben, wenn man den stumpfen 
Winkel ADM hinzufügt, die drei Winkel des Dreiecks ÄDM zu- 
sammen mehr als zwei Eechte, was gegen die Hypothese des spitzen 
Winkels iat. 

Mithin mufs jede Gerade AC, die jenen Winkel BAX sehneidet. 
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schliefsiich (auch bei der Hypothese des spitzen Winkels) BX 
in endlicher oder begrenzter Entfernung in einem Punkte P treffen. 
Was zu beweisen war. 

4 Zusatz I. Wenn daher eine GerajJe ÄZ auf der Seite der 
Punkte X einen spitzen Winkel bildet, der gröfser ist als BAX, so 
kann sie niejnals, weder in endlicher noch in unendlicher Entfernung, 
BX treffen. Falls dies nämlich stattfände, so milfste ÄX, das ja 
den Winkel BAZ teilt, (gegen die TOrausgeachickte Annahme) BX 
in endlicher Entfernung treffen, wie das für die Gerade ÄC bewiesen 
wurde, die den Winkel BAX teilt. 

Zusatz *IL Die spitzen AVinkel, unter denen sich durch den 
Punkt A gerade Linien legen lassen, die BX in endlicher Entfernung 
treffen, haben übrigens, ^yie aus dem Vorhergehenden folgt, die Eigen- 
schaft, dafs es untei ihnen keinen bestimmten giebt, der der gröfste 
ist. Wenn man n-imlich nach der Seite der Pimkte X hin irgend 
einen Punkt annimmt, der oberhalb des Punktes F liegt, so bildet die 
Verbindungsgel ide /wischen dem Punkte Ä und diesem höher ge- 
legenen Punkte mit AB einen Winkel, der sicher gröfser ist, als 
der Winkel BAP. Und so immer fort ohne jede innere Grenze*). 
Deshalb wird der Winkel BAX (wenn nämlich AX sich zwar der 
Geraden BX immer mehr und mehr nähert, aber erst in unendlicher 
Entfernung damit zusammentrifft) die äufsere Grenze**) aller spitzen 
AVinkel sein, unter denen sich durch den Punkt A Gerade legen 
lassen, welche die erwähnte Gerade BX in endlicher Entfernung treffen. 

Lehrsatz XXX. Auf irge^id einer begretizien Geraden AB (Fig. 30) 
sMe eim tmbegrejisie Gerade BX senkrecJtt. Dann beliai^tc idt erstens, 
dafs die auf AB nach derselbe». Seite hin errielitete Senkredife A Y die 
eine Greme, tmd zwar nach Innen, aUer d&t Geradm% ist, die von dem 

5 Punkte A aus imch äerse^en Seite gezogm (bei der Hypothese des 
spitzen Winkels) in zwei verschiedenen Punkten mit der »wtfer» un- 
Vegrenslm Geraden BX ein Lot gemeinsam holen***). Zweitens hdiaupte 
ich von den spitsen Winkeln, unter denen sich durch den erwähnten 
Punht A gerade Linien legen lassen, die (bei der genannten Hypothese) 
mit BX ein Lot in swei verschiedenen Punkten gemeinsam haben, 
Fdgendes: es giebt unter ihnen keinen, der von allen der kleinste ist. 

*) [Im Original steht: sine nllo termino inirinaeco. Gemeint ist, ohne jeile 
Grenze innerhalb des Winkels BAX nach AX hin,] 
**) rlimea estrinaecua,] 
***) [Saccheri betrachtet nämlich nur die Halbstiahlen , die von dem Punkte 
A ausgehen, und dann hahen die jenseits der Senkrechten A Y liegenden Halb- 
straMen, wie AZj'mit BX kein Lot gemeinsam.] 



y Google 



!. Blich, 



Teil. - 



ä I, !I y.n Lehrsiitz XXLX. LchreaU XXX. 105 




Beweis des ersten Teiles. Da nämlich AY mit BX das Lot 
AB in den beiden verschiedenen Punkten A und B gemeinsam bat, 
so kann eine Gerade 
AZ, die naeb derselben 
Seite unter einem stum- 
pfen Winkel gezogen ist, 
auf dieser Seite mit^BX 
sieber kein Lot in zwei 
verschiedenen Punkten 
gemeinsam haben, weil 
sonst ein Viereck ent- 
stände, das vier Winkel 

enthielte, die znsaujmen gröfser als vier Rechte wären, und man somit 
(nach Lehrsatz XVI) in Widerspruch mit der liier angenommenen 
Hypothese des spitzen Winkels auf die bereits widerlegte Hypothese 
des stumpfen Winkels atiefse. Daher ist das Lot A Y auf jener Seite 
nach Innen die Grenze aller der Geraden, die von jenem Punkte A 
aus nach derselben Seite gezogen (bei der genannten Hypothese des 
spitzen Winkels) in zwei verschiedenen Punkten ein Lot mit der andern 
unbegrenzten Geraden BX gemeinsam haben. Das war das Erste, 

Beweis des zweiten Teiles. Es sei AN eine Gerade, die mit BX 
in zwei verschiedenen Punkten ein Lot ND gemeinsam hat, und es 
sei, wenn das überhaupt möglich ist, der zu ihr gehörige Winkel 
IBAN] der kleinste von allen den spitzen Winkeln, unter denen sich 
durch A gerade Linien von dieser Beschaffenheit ziehen lassen. Dann 
nehme man auf BX einen höher gelegenen Punkt K an, errichte in 
ihm auf BX die Senkrechte KL und fälle auf diese (nach I. 12) vom 
Punkte A das Lot AL. Wenn nun dieses Lot AL die Gerade ND 
in einem Punkte S trifft, so ist der Winkel BAL sicher kleiner als 
BAN, und dieser ist deshalb nicht der kleinste, unter dem gezogen 
AN mit BX ein Lot NJJ in zwei verschiedenen Punkten gemein- 
sam hat. 

Dafs aber die genannte Gerade ND von diesem Lote AL in einem eC' 
gewissen Zwischenpunkte S geschnitten wird, beweist man so: 

Zunächst folgt nämlich aus I. 17 mit unbedingter Sicherheit, dal's 
BK von AL nicht in einem Punkte M geschnitten werden kann, 
weil sonst in einem und demselben Dreieck MKL in den Punkten 
K und L zwei rechte Winkel wären, abgesehen davon, dafs sich grade 
in diesem Falle uusre Behauptung über den Winkel BAN bestätigte, 
dafs er nämlich unter diesen Umständen nicht für den kleinsten erklärt 
werden darf. 
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Ferner aber kaim die Gerade AL aucli nicht die Verläugcrung voa 
AN sein, weil man sonst in dem Viereck NDKL vier rechte Winkel 
hätte, gegen die Hypothese des spitzen Winkels. Sie kann auch nicht 
die Verlängeniiig von DN in einem jenseits von N gelegenen Punkte 
H achneiden, weil dann (nach I. 16) der Winkel AHN spitz wäre, 
da der Aufaenwinkel AND der Annahme nach ein rechter ist, und weil 
deshalb der Winkel DHL stumpf wäre, und man in dem Viereck 
DHLK vier Winkel hätte, die zusammengenommen grofser als vier 
Rechte wären, gegen die erwähnte Hypothese des spitzen Winkels. 

Mithin wird der Winkel BAN notwendig von der Geraden AfSJL 
geschnitten und kann daher nicht als der kleiuste von allen gelten, 
unter denen gezogen AN mit DX ein Lot ND in zwei verschiedenen 
Punkten gemeinsam hat. Was an zweiter Stelle zu beweisen war. 

Und so steht fest, dafs und so weiter. 

Zusatz. Hieraus darf man entnehmen, dafs mau bei dem kleineren 
Winkel BAL (bei der Hypothese des spitzen Winkels) ein gemein- 
sames Lot LK bekommt, das einerseits, wie die Zeichnung erkennen 
liifst, von der Grundlinie AB weiter entfernt ist und andrerseits 
kleiner ist als das nähere gemeinsame Lot ND, das man bei dem 
gröfseren Winkel BAN bekommt. Die zweite Behauptung wird da- 
67 durch begründet, dafs in dem Viereck LKDS der Winkel an dem 
Punkte S bei der genannten Hypothese spitz ist, weil die drei andern 
der Annahme nach rechte sind. Deshalb ist (nach Zusatz I hinter 
Lehrsatz III) die Seite LK kleiner als die gegenüberliegende Seite 
SD und dalier viel kleiner als die Seite ND. 

Lehrsatz XXXL Jetst behaupte ick, dafs es für die genannten ge- 
meinsamen Lote in zwei verschiedenen Punkten kmne hesHmtnte Grenze 
gleit, sodafs man cdso ßei der Hypothese des spitsen Winkels) wuter 
einem immer kleineren spitzen Winkel mit dem Scheitelpunkte A stets zu 
einem gemeinsamen Lote in swei verschiedenen Punkten gelangen kann, 
das kleine ist, als irgend eine gegebene Länge S. 

Beweis. Wofern es sich nämlich anders verhielte, errichte man 
in einem Punkte K (man gehe auf Fig. 30 zurück), der auf BX in 
beliebig grofser Entfernung von dem Punkte B angenommen ist, die 
Senkrechte KL und denke sieh auf diese (nach I. 12) von dem Punkte 
A das Lot AL gefällt. Dann müfste KL grofser sein als die Länge M. 
Der Grund dafür ist folgender: Nimmt man wieder auf BX einen höher 
gelegenen Punkt Q an, errichtet in ihm auf BX die Senkrechte QF 
und fällt (wieder nach J. 12) auf diese das Lot AF, so darf QF 
wiederum nicht kleiner sein als die Länge B. Es ist aber KL (nach 
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<iem Zusätze zu dem vorhergehenden LehraatKe) grüfser als QF. Dalier 
wäre KL gröfser als tlio genannte Länge R. Und so weiter, wenn 
mau höher hinaufgeht. 

Denkt mau sich nunmehr die beliebig 
grofae Gerade KB (wie in Lehrsatz SXV) in 
Stücke KK geteilt, die jener Länge S gleich 
sind, und errichtet man in diesen Punkten K 
Senkrechte, die ÄX in den Punkten M, D, M 
treffen, so sind die Winkel an diesen Punkten 
auf der Seite des Pimktes L weder rechte noi,li 
stumpfe, weil sonst in einem Viereck, zum Bei 
spiel in KLMK, die vier Winkel zusammen 

gleich oder gröfser als vier Rechte w<iien, gegeJi 6! 

die Hypothese des spitzen Winkels, die wir zu Iriunde legen. Alle diese 
Winkel sind also auf der Seite des Punktes L spitz, und deshalb sind 
wiedenim alle Winkel an diesen Punkten auf der Seite des Punktes A 
stumpf. Somit ist (nach Zusatz I zu Lehrsatz III) KL, das am weitesten 
von der Grundlinie entfernt ist, unter den genannten Senkrechten die 
kleinste, und KM, das derselben Grundlinie am niichsten ist, die 
gröfste. Und von den übrigen ist die nähere immer gröfser als die 
entferntere. Deshalb sind (nach dem früheren Lehrsätze XXIV und 
dem zugehörigen Zusätze) die vier Winkel des Vierecks KHLK, das 
von der Grundlinie Ali am entferntesten ist, zusammen gröfser als 
die Summe der Winkel jedes andern Vierecks, das der Grundlinie 
näher ist. Demnach würde (wie in Lehrsatz XXV) die Hypothese des 
spitzen Winkels hinfällig. 

Daher giebt es sicher keine bestimmte Grenze der genannten 
gemeinsamen Lote in zwei verschiedeuen Punkten, sodafs man also 
unter einem immer kleineren spitzen Winkel beim Punkte A (bei der 
Hypothese des spitzen Winkels) stets zu einem solchen gemeinsamen 
Lote in zwei verschiedenen Punkten gelangen kann, das kleiner ist 
als irgend eine gegebene Länge ü. Was zu beweisen war. 



Lehrsatz XXXII. Jetzt behau/pte ich, dafs es (bei der Hypothese 
des spitsen Win'kels) einen bestimmten spttsen Winkel BAX giebt, 
unter dem gesogen AX (Fig. 33) erst in immdlicher Enifemung mit SX 
ßusaminentrifft iind somit nach Innen die Qrense ist aller der Geraden, 
die Mwfer Meineren spiteen Winkehi gezogen die Gerade BX in endlicher 
En^&'nung schneiden, naelt Aufsen aber die Grenze der andern, die unter 
gröfseren spitzen Winkeln gezogen, bis sum Beekten, diesen eini 
mit BX ein Lot in zwei verseJiiedenm Funkten gemeinsam l 
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Erstens giebt es (nach Zusatz II hinter Lehrsatz XXIX) 
60 sieher keinen hestimmten spitzen Winkel, welcher der gröfste von 
allen ist, unter denen eine durch Ä gezogene 
GeraiJe die genannte Gerade BX in endlicher 
Entfernung trifft. 

Zweitens giebt es (bei der Hypothese des 
spitzen Winkels) ebensowenig einen kleinsten 
spitzen Winkel, unter dem gezogen eine Gerade 
mit BX ein Lot in zwei verschiedenen Funkten 
gemeinsam hat, da es (nach dem vorhergehenden 
Lehrsatze) keine bestimmte Grenze geben kann, 
man vielmehr zu einem kleineren spitzen Winkel 
mit dem Scheitelpunkte Ä ein solches gemein- 
sames Lot in zwei verschiedenen Punkten finden kann, das kleiner als 
irgend eine angebbare Länge J^ ist. 

Hieraus folgt drittens, dafs es (bei dieser Hypothese) einen ge- 
wissen bestimmten spitzen Winkel BAX geben mufs, unter dem 
gezogen AX sich der Geraden BX zwar immer mehr nähert, sie 
jedoch erst in unendlicher Entfernung trifft. 

Dals aber eben dieses ÄX teils nach Innen teils nach ÄuXsen 
die Grenze für jede der beiden genannten Arten von Geraden ist, das 
beweist man so: 

Erstens nämlich hat sie mit jenen Geraden, die BX in endlicher 
Entfernung treffen, das gemeinsam, dafs sie selbst einmal mit BX 
zusammentrifft; sie unterscheidet sieh aber von ihnen, weil das erst 
in unendlicher Entfernung geschieht. 

Zweitens stimmt sie ttberein mit und unterscheidet sich zugleich 
von den Geraden, die mit BX ein Lot in zwei verschiedenen Punkten 
gemeinsam haben, weil sie selber mit BX ein Lot gemeinsam hat, 
jedoch in ein und demselben unendlich weit entfernten Punkte X. 
Das zweite nämlich mufs vermöge Lehrsatz XXVJII als bewiesen 
gelten, worauf ich in dem zugehörigen Zusätze aufmerksam ge- 
macht habe. 

Folglich giebt es (bei der Hypothese des spitzen Winkels) sicher 
einen bestimmten spitzen Winkel BAX, unter dem gezogen AX erst 
70 in unendlicher Entfernung mit BX zusammentrifft, und der somit 
teils nach Innen teils nach Aufsen die Grenze ist einerseits aller der 
Geraden, die unter kleineren spitzen Winkeln gezogen die Gerade BX 
in endlicher Entfernung treffen, andrerseits der andern, die unter 
gröfseren spitzen Winkeln gezogi^n, bis zum Rechten, diesen ein- 
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geschlossen, mit JiX ein Lot in zwei verseliiedeneii Punkten gemein- 
sam haben. Was zu beweisen war. 

Lehrsatz XXXIIL Die HypotJiese des spifeew Winkels ist dwch 
und durch falsch, weil sie der Natur der geraden Linie widerspricht. 

Beweis. Wie aus den vorhergehenden Theoremen hervorgeht, 
führt die der Euklidischen Geometrie entgegenstehende Hypothese des 
spitzen Winkels schliefslich dahin, dafs wir das Vorbandensein zweier 
in derselben Ebene liegender Geraden AX und ßX zugeben müssen, 
die nach der Seite der Punkte X ins Unendliche verlängert schliefslich 
in ein und dieselbe gerade Linie zusammenlaufen müssen, da sie 
nämlich in ein und demselben unendlich entfernten Punkte X. ein Lot 
gemeinsam haben, das in derselben Ebene liegt, wie sie selbst*). 

Da ich aber hier auf (He allerersten Grundsätze eingehen mnfs, 
so werde ich sorgfältig darauf achten, keinen Einwurf, selbst wenn 
er noch so pedantisch erseheinen mochte, zn übergehen, da dies, 
wie mir scheint, zu einem vollkommen strengen Beweise der richtige 
Weg ist. 

Hilfssatz I. Zivei gerade lÄnien schliefsen l^einen Raum ein. 

Euklid erklärt die gerade Linie als eine solche, die ewisdien 
ihren PunJcten auf einerlei Art liegt. Es sei also (Fig. 37) 
AX irgend eine Linie, die von dem Punkte A durch 
beliebige Zwischenp unkte stetig bis zum Punkte X ver- 
läuft. Diese Linie heifst dann keine Gerade, wenn sie so 
beschaffen ist, dafs sie, während ihre beiden Endpunkte 
fest bleiben, um diese auf die andre Seite gedreht werden 
kann, zum Beispiel von der linken auf die rechte Seite. 
Sie heifst dann, sage ich, keine gerade Linie, weil sie 
nicht auf einerlei Art zwischen ihren gegebenen Endpunkten 
liegt; sie wird nämlich entweder nach links abweichen, wenn sie sich 
von dem Punkte A nach dem Punkte X durch gewisse Zwischenpunkte 
B erstreckt, oder sie wird nach rechts abweichen, wenn sie sich von 
demselben festgehaltenen Punkte A nach demselben festgehaltenen 
Punkte X durch gewisse Zwischenpunkte C erstreckt, die von den 
genannten Punkten B durchaus verschieden sind. Denn einzig nnd 
allein diejenige Linie AX darf eine Gerade genannt werden, die sicli 
von dem Punkte A zu dem Punkte X durch solche Zwischenpunkte 
D erstreckt, die ihrerseits in der Anordnung, in der sie auf einander 

*) [Vergleiche die Bemerkung S. 9M J 
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folgen*), bei einer Dreliung um jene beiden festgehaltenen Endpunkte A 
und X niemala neue und neue Lagen annelimen können. 

In diesem Begriffe der geraden Linie liegt aber offenbar die an- 
gekündigte Wahrheit, dafa nämlieh zwei gerade Linien keinen Raum 
einscMiefseu. In der That, sind zwei Linien gegeben, die einen Eaum 
einschliefaen und deren gemeinsame Endpunkte die beiden Punkte A 
und X sind, so zeigt man leicht, dafs entweder keine oder nur die 
eine von beiden Linien eine Gerade ist. 

Von den beiden Linien, zum Beispiel ABBX und ACGX, wird 
keine eme Gerade sein, weiui man sich ABBX und ACCX um die 
beiden festgehaltenen Endpunkte A und X derart gedreht denken 
kann, dafs ihre übrigen Zwischenpunkte dazu übergehen, immer neue 
Lagen anzunehmen. Nur eine, zum Beispiel ABBX, wird eine Gerade 
sein, wenn man sich ABBX und ACCX, die mit ADBX auf jeder 
von beiden Seiten einen Raum ein schlief sen, derart um die festen 
Endpunkte gedreht denken kann, dafs zwar die Zwischenpuiikte von 
ABBX und ACCX dazu übergehen, immer neue Lagen anzunehmen, 
während dagegen alle Zwischenpunkte von ADBX in derselben Lage 
verbleiben. 

Folglich ist es unmöglich, dafs zwei Linien, die dem vorher ent- 
wickelten Begriffe der Geraden entsprechen, einen Raum ein schlief sen. 
Und das war behauptet, 

3 Zusatz L Hieraus folgt weiter, dafs man jene Forderung des 

Euklid zulassen mufs, wonach man von einem gegebenen PimJite nach 
jedem beliebig gewählten Punkte eine gerade Linie ziehen l'ann**). Denii 
man erkennt deutlich, dafs sich immer ohne jede bestimmte Grenze 
zwei Linien mit den erwähnten Punkten A und X als Endpunkten 
ziehen lassen, die einander näher kommen und deshalb weniger 
Raum einschliefsen, während die eine nach der linken Seite, die 
andie auf gleiche Alt nach der rechten ^eite gezfgen i«t, oder lie 
eine nach oben, die andre nach unten, es lassen sich, sage ich, 
Linien dieser Art ziehen, die ohne bestimmte Gienze emandcr immei 
nähei kommen, die m ihiei Gestalt \olll ommen mit emandei über 
einstimmen und deshalb auf emandei folgen wenn man bie um die fest 
gehaltenen Endpunkte A und X gedreht denkt Hieraus eikeunt man 
ebenso deutlich, dafs (_wenn diese gl eichge stalteten Linien emandei 
immer nahei und naher kommen) sie sich scliliefslich m euie einzige 
veremigen müssen, und zwar m die Linie ABX die eben bei euiei 

*) [Im Onginal heiM es prout tu, mvicem nntin i fx] 
*'■) [Euklitl, lUemente, Buch I, loideiuEg 1] 



y Google 



I. Buch, I. Teil, — Lehrsatz XXXIII, ZuaaU I, 11 zu llilfssat/, L Hüfssata 11. 111 

Drehui^ um jene festen Endpunkte keine neue Lage annehmen kann. 
Und das wird die geforderte gerade Linie sein. 

Es giebt daher wiederum sicher nur eine einzige gerade Linie, 
die von einem gegebenen Punkte nach einem andern beliebig ge- 
wählten Punkte gezogen werden kann. 

Zusatz II. Übrigens folgt hieraus, dafs man genau ebenso die 
andre Erklärung Euklids verstehen mufs, in der er sagt, eine Ober- 
fiäfihe sei eben, wenn sie auf einerlei Art gegen ihre Linien liegt*). 

In der That, denkt man sieh eine Oberfläche, die von den vorhin 
genannten Linien eingeschlossen wird, nämlich [Fig. 37] von der geraden 
ADDX und von der andern ABBX (mag diese nun eine einfache oder 
eine zusammengesetzte krumme Linie sein oder mag sie aua zwei oder 
mehr geraden Linien, zum Beispiel aus AB, BB und SX zusammen- 
gesetzt sem), denkt man sieh, sage ich, eine solche Oberfläche um 7 
die festgehaltene Gerade ÄI)X gedreht, bis die Linie ABX mit der 
entgegengesetzt liegenden Linie ACX zum Zusammenfallen kommt, 
die überall vollständig gleich und ähnlich mit ABX ist und ihrer- 
seits mit der Geraden ADX (auf derselben Seite, der obem oder 
der untern) eine Oberfläche einschliefst, die der vorhergenannten ganz 
gleich und ähnlich ist, so giebt ea nur zwei Möglichkeiten: entweder 
deckt sich die eine Oberfläche vollständig mit der andern, oder 
die beiden Oberflächen sehliefsen einen Raum von dreifacher Aus- 
dehnung ein. 

Tritt das Erste ein, dann heilst die Oberfläche eben. Tritt 
aber das Zweite ein, dann heifst die Oberfläche nicht eben, denn man 
kann sieh Zwischenoberfläehen mit denselben Begrenzung slinien ein- 
geschaltet denken, die einander gleich und ähnlich sind und ohne jede 
bestimmte Grenze einander immer näher kommen und daher auch 
soweit, dafs jeder Zwischenraum wegfällt. Dann aber mufs man 
diese beiden Oberflächen eben nennen, weil sie thatsächlich auf einerlei 
Art zwischen ihren Begrenzungslinien liegen, ohne sich nach den ver- 
schiedenen Seiten zu heben oder zu senken. 

Hilfssatz II. Zwei gerade Linien honnm nicht ein und denselben 
Abschnitt gemeinsam haben. 

Beweis. Wenn das überhaupt möglich ist, so sei ein und der- 
selbe Abschnitt AX (Fig. 38) den beiden in derselben Ebene über 
den Pimkt X hinaus verlängerten Geraden AXB und AXC gemein- 

•) [Euklid, Elemente, Buch I, Erklärung 7: 
'EaiTteSos iTtiipdvem iauv, ^rifi i^ 1 Plana superficies est, quaeeunfjue ex 
Icav tttig ^ip° iavtijs fi&fiais «firci. | aequo rectis in ea sitis iacet.] 



y Google 




112 Saccheri, Euclidas ab omni naevo Tindicatus. 

sehaftiich. Dann beschreibe man um X als Mittelpunkt mit dem 
Halbmesser XB oder XC den Bogen BMC und ziehe durch X 
nach irgend einem seiner Punkte M die Ge- 
rade XM. 

Ich behaupte erstens, dafs unter der ge- 
machten Annahme auch die Linie AXM eine 
Gerade ist, die von dem Punkte Ä nach dem 
Punkte X gezogen und über X hinaus ver- 
längert ist. Wäre nämlich diese Linie keine 
Gerade, so könnte man (nach Zusatz J des Tor- 
hergehenden Hilfssatzes) eine andre Linie AM 
Fig. 38, ziehen, die ihrerseits gerade wäre. Diese wird 

entweder eine der beiden Geraden XB und XC 
in einem gewissen Punkte K schneiden oder eine von beiden, zum 
Beispiel XB, in den Flächenraum einsehliefsen, der von AX, XM 
und APLM begrenzt wird. Aber die erste Möglichkeit widerstreitet 
au gensehe in! ich dem vorhergebenden Hilfssatze, weil daiui die beiden 
Linien AXK und ATK, die der Annahme nach Gerade sind, einen 
Raum einschlössen. Die zweite aber wird sogleich eines ebensolchen 
Widersinns überführt. 

Die Gerade XB mufs nämlich bei ihrer Verlängerung über B 
hinaus AFLM schliefshch in einem Pimkte L treffen. Infolgedessen 
schlössen wieder die beiden Linien AXBL und APL, die der An- 
nahme nach Gerade sind, einen Raum ein. Wollte mau übrigens 
annehmen, dafs die Gerade XB über B hinaus verlängert schliefslieh 
entweder die Gerade XM oder die Gerade XA in einem andern Punkte 
träfe, so käme man in gleicher Weise auf einen Widerspruch. 

Hieraus aber folgt augenscheinlich, dafs bei der gemachten An- 
nahme die Linie AXM selber die gerade Linie ist, die von dem 
Punkte A nach dem Punkte M gezogen wurde, und das war die 
Behauptung. 

Zweitens behaupte ich, dafs die Gerade AXB, von der wir aus- 
gingen (wofern man sich jene beliebig gewählte Verlängerung von 
dem Punkte A über X nach B beibehalten denkt*)), nicht noch zwei 
verschiedene Lagen in derselben Ebene annehmen kann derart, dafs 
das Stück AX bei beiden Lagen an seiner Stelle verharrt, während 
das andre Stück XB bei der einen der beiden Lagen (zum Beispiel) 
mit XC, bei der andern mit XM zusammenfallt. 

Freilich leugne ich hierbei nicht, dafs man sich das Stück XB in 

*) [ßucdieri denkt sich AX. und XB staii* vei'ljundeii und dieses stavre 
System um AX gedreht.) 
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seiner Ebene um den Punkt X so gedreht denken kauu, dafs es nach 
einander {nach dem vorhergehenden Hilfssatze) nicht nur mit XM 
und XC geuau zusammenfällt, sondern auch mit den unzählig vielen 7i 
andern Gferaden genau zusammenfällt, die von deoi Punkte A aus nach 
den übrigen Zwischenpunkten des Bogens BC gezogen werden können. 
Ich leugne hierbei nicht, sage ich, dafs XB in jeder dieser Lagen als 
die geradlinige Verlängerung der festen G-eraden ÄX angesehen werden 
darf, da ich ja vielmehr schon bewiesen habe, dafs dies bei AX3I 
eintreten wird, wenn man das Vorhandensein eines gemeinsamen Ab- 
schnittes annimmt. Somit behaupte ich hier weiter nichts, als dafs XB 
blofs bei einer jener neuen Lagen*), nämlich wenn es mit XC zu- 
sammenfällt, dieselbe beliebig gewählte Verlängerung darstellt, wie 
in der ersten Lage, wo man von dem Punkte A über X nach dem 
Punkte B fortging. 

Dies wird nun so bewiesen: 7una, 1 st kin iml h je c Ver- 
längerung J.XB der Verlängerung J.\C n clt d hau 1 licl oder 
(fleieh sein, sobald man beide auf derselben "^e te a f de 1 ke ole-auf 
der rechten, betrachtet, weil sonst ^\B 1 1\C unte lese Um- 
ständen mit einander zusammenfallen m fste vi as feegei d e A nähme 
m Betreff jenes gemeinsamen Abseh tt s X Y t S e müfsten sage 
ich, zusammenfallen, sobald nämlich Bezug auf 1 e feste C erade 
AX die Verlängerungen XB und XC u de 1 etreffe le El e sich 
beide genau in derselben Weise entwe 1 ch I nks o le ch chts 

erstreckten. 

Ferner hindert sicher nichts, d f 1 f,^ a. te \ e I eruug 
AXB auf der einen Seite, zrrm Be sj el auf le 1 1 e letajbtot 
genau ähnlich oder gleich der VerUn^e ung l\( at ve diese 
auf der entgegengesetzten Seite bet a htet w 1 1 er also f der 
rechten, sodafs mithin AXB, ohne rgend e e \ er nie n^ zi er- 
leiden, in derselben Ebene mit der anden Ce ale i\( z r Dockung 
gebracht werden kann. 

Augenscheinlich geht es aber nicht an, dafs die Gerade AXB 
ohne irgend eine Veränderung ihrer Verlängerung in derselben Ebene 
mit der andern Geraden AXM zur Deckung gebracht werden kann, die 
jenen gewissen Wmkel BXC bei X teilt. Denn dsife die Verlängemug 
AXB ganz verschieden ist von der Verläiigerui^ AXM, wenn beide auf 
derselben Seite, entweder auf der linken oder auf der rechten, betrachtet 
werden, das ist deshalb klar, weil sonst (wie schon bei ilhnücher 7 



•) [Haralich liPi der durch Drehung doa staii-en Syatcnm AXB \ 
entsUndene» neuen Lage AXC, die zu AXB symmßtrisch ist.] 
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Gelegenheit bemerkt worden ist) unter diesen Umständen AXB und 
A\M z amu e falle m fste 

Es ka n abe a 1 1 1 a f ecl t erhilteu Verden, dafs die 

Ve lai ffe TU g 4. \J5 a f de e e &e t betracl tet zum Beispiel auf 
der 1 nl en ga z 1 1 ch oder gle h e le "\ erl ngerimg AXM, 
w 1 se a f der entgeg gesetzte Se te betr htet wird, also zum 

Be sp el luf der recl ten &on t waie ja die Ve lai gerung ÄXM auf 
de re Hen '^e te 1 et achtet ganz alnhch ode gle ob der Verlänge- 
rig4\C enleeacl auf de rechten Se te betrachtet wird, 
n ml el wege le v rausgesetzt t llst nlge Ähnlichkeit oder 
Gle chl e t z t s 1 en der eben j,ena ii te "V erl uge u ig und der Ver- 
längerung AXS, wenn diese aut dei linken Seite betrachtet wird, 
unter diesen Umständen müfsten abe]' (wie schon vorher gesagt wurde) 
AXM mid AXC mit einander zusammenfallen, was der gegenwärtigen 
Annahme widerspricht. 

Aus alle dem ziehe ich den Schlufs: dals die angenommene 
gerade Linie AXB (wofern man sich ihre beliebig gewählte Verlänge- 
rung von A bis B beibehalten denkt) nicht noch zwei verschiedene 
Lagen in dieser Ebene annehmen kann derart, dafs das Stück AX 
beide Male an seiner Stelle verharrt, während das andre Stück XB 
bei einer der beiden Lagen (zum Beispiel) mit XC, bei der andern 
Lage mit XM zusammenf^ällt. Und das war die Behauptung. 

Drittens behaupte ich, dafs die angenommene Gerade AXB 
auf keine andre Weise ihre beliebig gewählte Vorlängemng behalten 
kann, wenn man sieh ihren Teil XB in neue imd neue Lagen ge- 
bracht denkt, bis er in jener Ebene mit XC zusammenfällt, während 
das Stück AX inzwischen an derselben Stelle verharrt, sie kann, 
sage ich, ihre beliebig gewählte Verlängerung nicht bewahren, wenn 
man sich nicht vorstellt, dafs das Stück XB hinauf- oder herab- 
steigt, um mit der festgehaltenen Geraden AX in immer neuen Ebenen 
zu liegen, bis es zur alten Ebene zurückkehrt und dort mit der ge- 
nannten Geraden XG zusammenfällt. 
7 Dies kann in der That schon für bewiesen gelten, weil man 

nämlich in derselben Ebene keine andre Lage finden kami, bei der 
die Gerade AXB (während das Stück AX an seinem Platze ver- 
harrt) ihre beliebig gewählte Verlängerung beibehält, aufser wenn 
sie mit der genaimten Geraden AXC zur Deckung gelangt. 

Viertens behaupte ich, dafs man auf dem Bogen BC einen 
solchen Punkt B angeben kami, dafs, wenn XB gezogen wird, AXB 
nicht nur eine gerade Linie ist, solidem sieh auch so verhält, dafs 
die Verlängerung AXB auf der linken Seite betrachtet genau gleich 
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oder ähnlich derselben Verlängerung ist, wenn man sie auf der 
rechten Seite hefcrachtet. 

Beweis. Den ersten Teil beweist man (unabhängig von der be- 
sondern Wahl des Punktes D auf dem Bogen BC) durch das "Ver- 
fahren, das wir vorhin bei der Verlängerung ÄXM benutzt haben. 

Der zweite Teil wird so erhärtet: Wir legen dabei zwei Gerade 
AXJ} und AXC mit dem gemeinsamen Abschnitte ÄX zu Grunde. 
Femer setzen wir voraus, dafs die Verlängerung AXB auf der linken 
Seite betrachtet nicht vollständig ilhnlich oder gleich derselben Ver- 
längerung ist, wenn man sie auf der rechten betrachtet. Bestände 
nämlich eine solche vollständige Ähnlichkeit oder Gleichheit, so könnte 
man leicht zeigen, dafs jener Abschnitt ÄX keiner andern Geraden 
angehören kann, und zwar ebenso, wie wir es nachher für die Ver- 
längerung AXB zeigen werden. Endlich setzen wir demzufolge voraus, 
dafs die Verlängerung AXB, bei Festhaltung des Abschnittes AX, m 
derselben Ebene eine solche Lage bekommen kann, dafs sie sich mit 
einer gewissen andern Geraden AXC deckt, 
wobei die Verlängenmg AXC auf der rechten 
Seite betrachtet ganz ähnlich oder gleich ist 
der Verlängerung AXB, wenn diese auf der 
linken Seite betrachtet wird, und wobei wiedei-um 
die Verlängermig J.XC auf der linken Seite be- 
trachtet ganz ähnlich oder gleich ist der Ver- 
längerung AXB, wenn diese auf der rechten 
Seite betrachtet wird. 

Nunmehr nehme man. einen Punkt M auf n^. sm, 

dem Bogen BC an und ziehe XM. Dann ist 

die Verlängerung AXM entweder auf der linken und auf der rechten i: 
Seite von AX sich selbst vollkommen gleich gestaltet, oder nicht. 

Tritt das Erste ein, so kann ich von AXM dasselbe beweisen, 
was ich sogleich von jener Verlängerung AXB beweisen werde. Tritt 
das Zweite ein, so kann die genannte Gerade AX3I in derselben 
Ebene eine solche Lage bekommen, dafs AX wieder unverändeH 
bleibt, während AXM mit einer Verliingerung AXF zusammenfällt, 
wobei die Verlängerung AXF auf der rechten Seite betrachtet ganz 
ähnlich oder gleich ist der Verlängerung AXM, wenn man diese auf 
der linken betrachtet, und wobei wiederum die Verlängerung AXF 
auf der linken Seite betrachtet ganz ähnlich oder gleich ist der Ver- 
längerung AXM, wenn man diese auf der rechten betrachtet. 

Da femer der Punkt M näher an dem Punkte B angenommen 
werden kann als der Piuikt 6', so wird der l'unkt F nicht in den 
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Punkt ü fallen. Denn sonst wäre die Verlängerung ÄXM auf der 
linken Seite betrachtet ganz ähnlich oder gleich der Verlängerung 
AXF oder AXC, wenn man diese auf der rechten betrachtet, und 
deshalb ganz ähnlich oder gleich der Verlängerung AXJi, wenn man 
diese auf der linken Seite betrachtet, und das ist widersinnig, da die 
beiden Geraden XM und XB bei der Lage, die für sie angenommen 
wurde, nicht zusammenfallen. 

Der Punkt i*' liegt aber auch nicht jenseits des Punktes C in 
der Verlängerung des Bogens SC, weil sonst eine ähnliche Über- 
legung zeigte, dafs auch der Punkt M, gegen die Annahme, in der 
Verlängerung des Bogens CB läge, und dann teilte XM links den 
Winkel ÄXB, ebenso wie XF rechts den Winkel AXC teilen 
sollte. Der Punkt M, sage ich, müfste deshalb so liegen, damit 
AXM, während der Abschnitt ÄX festgehalten wird, in derselben 
Ebene zum Zusammenfallen mit AXF gebracht werden kann, weil 
die Verlängerung AXF auf der rechten Seite betrachtet ganz ähnlich 
oder gleich ist der Verlängerung AXM, wenn man diese auf der 
linken betrachtet, und wiederum die VerlängeiTing AXF auf der 
liuken Seite betrachtet ganz ähnlich oder gleich ist der Verlängerung 
AXM, wenn man diese auf der rechten betrachtet. 
) Da nun der Bogen BC gröfser ist als sein Teil MF, und da man 

in gleicher Weise auf dem Stücke MF zwei andre Punkte mit klei- 
nerem Zwischenräume angeben kann, ohne jede bestimmte Grenze, so 
mufs, weil sieh die genannten Punkte einander nähern , eine der beiden 
folgenden Möglichkeiten eintreten: die erste besteht darin, dafs man 
schliefslich zu ein und demselben Zwischenpunkte D gelangt und 
durch Verbindung von X mit D eine solche Verlängerung AXD 
erhält, die (wenn man die linke und die rechte Seite vergleicht) einzig 
und allein die Eigenschaft besitzt, sich selbst durchaus ähnhch oder 
gleich zu sein. Die zweite Möglichkeit besteht darin, tlafs man zwei 
verschiedene Punkte dieser Art, M und F, findet, und dafs, wcuu 
man XM und XF zieht, zwei Verlängerungen vorhanden sind, die 
eine AXM, die andre AXF, von denen jede sieh selbst ähnlich 
oder gleich ist, in der schon beschriebenen Art. 

Dafs aber diese zweite Möglichkeit ausgeschlossen ist, beweise 
ich so: Aus dem Wortlaute [der Erklärung der geraden Linie] geht 
nämlich hervor, dafs eine gerade Linie, die von A aus gezogen über X 
verlängert wird, in der Ebene nur eine einzige Lage annehmen kann, 
sobald die hinzugefügte Gerade XF sich auf der rechten und auf 
der linken Seite der angenommenen Geraden AX ganz gleich ver- 
hält, oder nicht mehr nach ihrer linken ;ils nach ihrer rechten Seite 
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abweicht. Es wird also keine zweite Verlängerung AXM geben, die 
sich ebenfalls auf der linken und auf der rechten Seite von AX ganz 
gleich verhält. Mithin kann es sicher nicht zugleich eintreten, dafs 
einerseits die Verlängerung AXF auf der rechten und auf der linken 
Seite betrachtet sich selbst ganz ähnlich oder gleich ist, und dafs 
andrerseits eine andre Verlängerung AX.M (die ihrer Lage wegen 
Ton der linken Seite kleiner erseheint als die Verlängerung AXF) 
auf der linken Seite betrachtet wiederum gleich ist derselben Ver- 
längerung [^XJVT) auf der rechten Seite betrachtet, während doch 
diese, abermals ihrer Lage wegen, von der rechten Seite gröfser er- 
scheint als die erwähnte Verlängerung AXF. 

Folglich kann man auf dem Bogen BO nicht zwei solche Punkte 
M und F finden, dafs die Verbindungsgeraden XM und XF zwei Ver- 
länfferuuuen AXM und AXF liefern, die beide auf die schon erklärte S 
Art sich selbst durchaus ähnlich oder gleich sind. Hieraus folgt end- 
lich, dafs man schliefslich zu ein und demselben Punkte D gelangt, 
und dafs dann die Verbindungslinie XD eine solche Verlängerung 
AXD ergiebt, die einzig und allein die Eigenschaft besitzt, dafs sie 
(wenn man die linke und die rechte Seite mit einander vei^leicht) sich 
seihst durchaus ähnlich oder gleich ist. Was an dieser Stelle zu be- 
weisen war. 

Endlich behaupte ich fünftens, dafs dieses AXB allein eine 
gerade Linie ist, nämlich die unmittelbare Verlängerung von A über X 
nach D. Wenn man nämlich auch das „auf einerlei Arf *) bei der 
Erklärung der geraden Linie zunächst auf die Zwischenpunkte gegenüber 
den Endpunkten anwenden mufs, woraus wir scboii folgerten, dafs 
swei gerade lAnien Icmi&t Raum einsdiließen, so mufs man es doch auch 
bei der geradlinigen Verlängerung dieser geraden Linie hinzu denken. 
Daher heifst allein XD (das mit AX in derselben Ebene liegt) die 
geradlinige Verlängerung der genannten Geraden AX, wenn XD weder 
nach der rechten noch nach der linken Seite von AX abweicht, viel- 
mehr nach beiden Seiten auf einerlei Art fortgeht, aodafs jene Ver- 
längerung AXD auf der linken Seite betrachtet vollständig ähnlich 
oder gleich ist derselben Verlängerung, wenn man sie auf der rechten 
betrachtet. Hieraus folgt nämlich, dafs AXD allein die Eigenschaft 
hat, wenn AX festgehalten wird, keine andre Lage in der Ebene an- 
nehmen zu können, während (nach dem schon Bewiesenen) jene andern 
Linien AXB und AXM ohne jedwede Änderung ihrer Verlängerungen 

c (leijKd. Die Bedeutung dos Wöi-tcbenn b/ 
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bei festgehalteuem AX andve Lagen in derselben Ebene annehmen 
können, nämlich die Lagen ÄXC nnd AXF. 

Mithin ist allein AXI), dessen Verlängerung XD nicht blols mit 
J,X in derselben Ebene liegt, sondern sicii auch auf der linken und 
auf der rechten Seite der genannten Creraden AX ganz gleich ver- 
hält, nach det- besprochenen Erklärung eine gerade Linie oder die 
tjeradlinige Verlängerung der angenommenen Geraden AX. 

Aus alle dem geht schliefslich die Unmöglichkeit hervor, ilafs es 
1 einen gemeinsamen Abschnitt von zwei geraden Linien gieht. Was 
au beweisen war. 

Zusatz. Es ist zweckmäfsig, tlrei Folgerungen aus den zwei vor- 
hergehenden Hilfssätzen anzumerken. 

Die erste ist die, dafs zwei Gerade, selbst wenn sie einen un- 
endlich kleinen Abstand von einander haben, keinen Raum einsehliefsen 
können. Der Grund hierfür liegt darin, dafs (wie in dem ersten Hilfs- 
satze) entweder jede von beiden, unter Festhaltung jener beiden ge- 
meinsamen Endpunkte, durch Drehung eine neue Lage erhalten könnte, 
und dafs daher (nach der früher mitgeteilten Erklärung der geraden 
Linie) keine von beiden eine gerade Linie wäre, oder dafs nur die eüie 
in ihrer Lage beharrte uud daher allein eine gera<le Linie wäre. 

Dafs aber nicht beide in derselben Lage beharren können, solange 
sie einen, wenn auch unendlich kleinen. Kaum einsehliefsen, leuchtet 
ein, wenn man erwägt, dafs die obere und die untere Seite der Ebene, 
in der die beiden Geraden liegen, vertauscht werden können, während 
übrigens jene beiden Endpunkte an derselben Stelle verbleiben. 

Die zweite Folgerung bestellt darin, dafs keine gerade Linie 
sich bei beliebiger geradliniger Verlängerung in zwei spalten kann, 
auch nicht in solche mit unendlich kleinem Zwischenräume. Der 
Grund hiervon liegt darin, dafs (wie bei dem vorhergehenden Hilfssatze) 
keine andre geradlinige Verlängerung irgend einer angenommenen ein- 
fachen Geraden AX denkbar ist, als die eine XD, die auf einerlei Art 
nach beiden Seiten, sowohl nach der linken als nach der rechten Seite 
der genannten Geraden AX, fortgeht, woraus folgt, dafs sie bei fest- 
gehaltenem AX in dieser Ebene keine andre Lage annehmen kann, 
wenn sie [als Ganzes] unverändert bleiben soll. 

Dafs man aber in derselben Ebene zur Linken eine andre Gerade 
XM angeben kann, die von XD unendlich wenig abweicht, das nützt 
nichts. Denn man könnte wiederum zur Rechten eine andre Gerade 
XF angeben, die gleichfalls unendlich wenig von XD abweicht. Des- 
.2 halb ist (wie in dem schon erwähnten Hilfssatze) AXD allein eine 
gerade Linie, wie wir sie erklärt haben. 
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Die dritte Folgerung endlich ist die, dafs durch den /.weiten 
Ililfssatz unmittelbar der Satz SI. 1 bewiesen wird, dafs nämlich von 
ein und derselben Geraden nicht ein Teil in einer unteren und ein 
Teil in einer oberen Ebene liegen kann. 

Hitfssatz lU. Wenn swei Gerade AB uitd CXD einander in einem 
Zmischmpm^te X treffen {Fig. 39), so herühren sie sich dort nicht, son- 
dern sdineiäeji einander. 

Beweis, Es liege CXD, wenn das überhaupt möglich ist, ganz 
auf der einen Seite von AB. Man ziehe AC. Dann fällt AC niolit 
mit AXC zusammen, was dann als Verlängerung 
[von AX} anzufassen wäre, weil sonst ( 
den vorhergehenden Hilfasatz) zwei Gerade, t 
AXC und zweitens die von vornherein gegebene 
BXC, ein und denselben Abschnitt XC ge- 
meinsam hätten. 

Man ziehe ebenso BC. Dann entsteht wiederum BC nicht durch 
Verlängerung von BA bis zum Pmilite C, weil sonst zwei Gerade 
XAC, ein Stück von BAC, und XC, entgegen dem vorausgeschickten 
ersten Hilfssatze, einen Raum einschlössen. Daher wird BO entweder 
XD, das heifst die angenommene Gerade DXC, in einem Punkte L 
scKneiden, und dann schlössen wieder zwei gerade Linien, nämlich LC, 
ein Stück von BC, und LXC, ein Stück der genannten Geraden DXC, 
einen Raum ein, oder einer der beiden Endpunkte, nämlich entweder 
A von BA oder D von CXD, wäre in dem Räume eingeschlossen, 
der von CX, XB und, jenachdem, von BFC oder SHC begrenzt würde. 

In beiden Fällen ergiebt sich jedoch derselbe Widerspruch, sei es, 
dafs die Verlängerung von BA über A hinaus BFC in einem Punkte 
F trifft, sei es, dafs die Verlängerung von CXD über D hinaus 
BSC in einem Punkte H trifft. Immer kommt man auf denselben 
Widerspruch, dafs zwei Gerade einen Raum einschlössen, nämlich ent- 83 
weder die Gerade BF, ein Stück von BFC, mit der andern Geraden 
BAF oder die Gerade HC, ein Stück von BHC, mit der Verlange, 
rung CXDS der angenommenen Geraden CXD. 

Überdies ergiebt sich derselbe oder ein noch gröf serer Wider- 
spruch, wenn die Verlängerung von BA Über A hinaus entweder CX 
in irgend einem Punkte, oder sich selbst in irgend einem Punkte ihres 
Stückes XB treffen sollte. Und dies gilt in ähnlicher Weise, wenn 
die Verlängerung von CXD Über D hinaus entweder XB in irgend 
einem Punkte oder sich selbst in irgend einem Punkte ihres Stückes 
CX treffen sollte. 
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Folglich werden zwei Gerade AB und CXD, die einander in 
einem Zwisclienp unkte X treffen, sich dort nicht berüliren, sondern 
einander scluieiden. Was zu beweisen war. 

Hilfssatz IV. Jeder IDurchinesscr halbiert sc/'nmi Kreis und äesam 
Umfang. 

Beweis. Es sei (man kehre zu Fig. 23 zurück) MDBNKM ein 
Kreis, A aein Mittelpunkt, MN ein Durchmesser. Man denke sich 
das Stuck MNKM des Kreises um die festgehal- 
teneu Punkte M und N so gedreht, dafs es sich 
schliefslich dem übrigen Stücke MNSBM anfügt 
oder anpasst. 

Dann bleibt erstens der ganze Durchmesser 
MAN mit allen seinen Punkten sicher in derselben 
Lage, weil sonst zwei gerade Linien (gegen den 
vorhergehenden ersten Hilfssatz) einen Baum einschlössen. 

Zweitens fällt sicher kein Punkt K des ümfanges NKM imier- 
hatb oder aufserhalb des Flächenraumes, der von dem Durchmesser 
3IÄN und von dem andern Teile des ümfanges, NSJ)M ein- 
geschlossen wird, weil sonst gegen die iNatur des Kreises ein Halb- 
messer, zum Beispiel AK, kleiner oder grofeer als ein andrer Halb- 
messer desselben Kreises wäre, zum Beispiel als ÄS. 

Drittens kann jeder Halbmesser MÄ sieher nur durch einen ein- 

1 zigcn andern Halbmesser AN geradlinig verlängert werden, weil sonst 

(gegen den vorhergehenden zweiten Hilfssatz) zwei der Annahme nach 

gerade Linien, zum Beispiel MAN und MAS, ein und denselben 

gemeinsamen Abschnitt MA hätten. 

Viertens sehneiden sich (nach dem immittelbar vorhergehenden 
Ililfssatze) alle Durehmesser des Kreises augenacheinlieh in dem Mittel- 
pmiktc, und zwar halbieren sie dort einander wegen der bekannten 
Eigenschaften des Kreises. 

Aus alle dem geht hervor, dafs der Durchmesser MAN seinen 
Kreis und dessen Umfang ganz genau in zwei gleiche Teile teilt, und 
man kann dasselbe auch allgemein für jeden beliebigen Durchmesser 
desselben Kreises behaupten. Was zu beweisen war. 

Anmerkung. Bei Clavius liest man, dafs Thaies aus Milut 
einen Beweis für diese Wahrheit gegeben habe Aber vielleicht v/m 
dieser Beweis nicht vollkommen einwurfsftei 



a V. Unter den gerculliniyerh Wmlehi 'ititd nlh techtfti gans 
genau ehtander gleich und Bwar ohne irgend nne, nenn muh nur unaul- 
lich Meine ^ 
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Beweis. Euklid erklärt einen geradlinigen Winkel dann fiir 
einen recliteUj tvcnn er seinem NebemcinM gleich 'Ist*). Er verlangt 
nicht, dafa man ihm das Vorhandensein eines solchen Winkels an- 
gebe, sondern er beweist es in Form einer Aufgabe in dem elften 
Satze des ersten Buches. Dort lehrt er nämhch, wie mai] in einem 
beliebig gegebenen Punkte Ä (Fig. 40) auf der Ge- 
raden BC die Senkrechte AD errichten kann, bei der 
die Winkel BÄB und I)AC einander gleich sind. 
Dafs aber jene Winkel ganz genau gleich sind ohne 
jede auch nur unendlich kleine Abweichung, das er- 
giebt sich aus dem Zusätze hinter den beiden ersten "" 
Hilfssätzen, die ich vorausgeschiclit habe, wenn nümlicli 
AB und AC einander genau gleich gewählt sind. 

Es könnte aber ein Bedenken entstehen, wenn man zwei iiinh-e 
rechte Winkel LHF und LHM (Fig. 41) an irgend einer andern 
Geraden FM mit den genannten rechten Winkeln 
BAB und BAC vergleicht**). 

Es sei also HL gleich AB, und man denke 
sich die ganze spätere Figur [41] so auf die frühere 
|40] gelegt, dafs der Tunkt S auf den Punkt A ^__ 
fällt und der Punkt L auf den Punkt D. Nun ver- ^^ 

fahre ich so : ^'^- *^' 

Zunächst wird FEM (nach einem früheren Hilfssatze) die Gerade 
BC in dem Punkte A nicht genau berühren, also wird es entweder 
genau mit BG zusammenfallen, oder es so schneiden, dafe einer der 
Endpunkte, zum Beispiel F, oberhalb und der andre, M, unterhalb 
füllt. Findet das Erste statt, so haben wir schon deuthch die be- 
hauptete ganz genaue Gleichheit zwischen allen geradlinigen rechten 
Winkeln. Das Zweite kann aber gar nicht eintreten, weil sonst der 
Winkel LMF, das ist BAF, kleiner wäre als der Winkel BAB und 
als der Winkel BAC, der diesem der Annahme nach durchaus gleich 
ist, und daher viel kleiner als der Winkel BAM oder LHM, was 
gegen die Voraussetzung ist. 

Es hilft auch nichts ajizunehmen, dafs der Winkel BAF luiendlich 
wenig von dem Winkel BAB oder von dem ihm ganz genau gleichen 
Winkel BAC abwiche, der wiederum unendlich wenig von dem Winkel 
BAM übertroffen würde. Denn immer wäre, gegen die Voraussetzung, 



*) [Euklid, Elemente, Buch I, Eiklärung 10.] 
**) [Euklid verlangt in der Forderung 4 des ersten Buches ausdrücklich, 
dafs alle rechten Winkel einander ^eich seien. Vermutlich hat er diese For- 
derung eingeführt, weil er den Begriff der Bewegung vermeiden wollte.] 
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der Winkel DAF oder LSF iiichb ganz genau gleich dem Winkel 
DAM oder LHM. 

Folglich müssen alle geradlinigen rechten Winkel einander gaiia 
genau gleich sein ohne irgend eine, wenn auch nur unendlich kleine 
Abweichung. Was zu heweisen war. 

Zusatz. Hieraus folgt, da& die Gerade, die in einem gegebenen 
Punkte einer beliebigen geraden Linie in einer Ebene senkrecht zu 
der Geraden gezogen ist, in dieser Ebene durchaus einzig in ihrer 
Art ist und sich nicht in zwei spalten kann. 

B Nadidem ich diese fünf Hüfssätze und ihre Zusätze vormisgescIUckt 

Itahe, darf ich nunmehr mm Setoeise des Haupteinwandes gegen die Mypo- 
iliese des Ritsert Winlcels iiiiergeMn. 

Es ist, wie ich hier als an sich einleuchtend hinstellen darf, kein 
geringerer Widerspruch, dafs zwei gerade Linien (sei es bei endlicher, 
sei es bei unendlicher Verlängerung) schliefslich in ein und dieselbe 
gerade Linie zusammenlaufen, als dafs ein und dieselbe gerade Linie 
(sei es bei endlicher, sei es bei unendlicher Verlängerung) sich in 
zwei gerade Linien spaltet, entgegen dem vorhergehenden Hilfssatae 11 
und dem zugehörigen Zusätze. Da es also der Natur der geraden 
Linie (nach dem Zusätze zum letzten Hilfssatze) ebenso widerspricht, 
dafs zwei Gerade in ein und demselben Punkte auf einer dritten 
Geraden in derselben gemeinsamen Ebene senkrecht stehen, so mufs 
die Hypothese des spitzen Winkels, da sie der angegebenen Be- 
schaffenheit [der geraden Linie] widerspricht, als durchaus falsch 
angesehen werden, weil nämlich bei ihr jene beiden Cieradeu AX und 
BX (Fig. 33) in ein imd demselben gemeinsamen Punkte X senkrecht 
auf einer dritten Geraden stehen müfsten, die mit ihnen in der- 
selben Ebene liegt*). Das ist aber grade der Puidd, auf dessen 
Beweis es mir hauptsächlich ankam. 

Anmerkung. Hierbei könnte ich mich gut und gern beruldgeji. 
Aber ich will nichts unversucht lassen, um die widerspenstige Hypo- 
these des spitzen Winkels, die ich schon mit der Wurzel ausgerissen 
habe, als sich selbst widersprechend nachzuweisen. Das wird nun der 
einzige Zweck der folgenden Theoreme dieses Buches sein. 

*) [Vergl. Letrstatz XXXTII, S, lUÜ und die Anmerkung S. 98.] 
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wo das Euklidische Axiom abermals durch Widerlegung 
Hypothese des spitzen Winkels bewiesen wird. 
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Lehrsatz XXXIV, in dem eine gewisse Kurve untersmM wird, die 
aus der HijpotJtesc des spitgmi Winkels e^its^riiujt. 

Die Gerade CD verbinde zwei gleiche Gerade AC und BB, die 
auf irgend einer Geraden AS senkrecht stehen. Man halbiere AB 
und CD in M und H (Fig. 42) und ziehe die Verbindui 
MH, die (nach Lehrsatz II) auf beiden senk- 
recht steht. Bei der gegenwärtigen Hypo- 
these werden ferner an der Verbindungslinie 
CD spitze Winkel vorausgesetzt. Deshalb 
ist in dem Viereck AMHC (nach Zusatz I 
hinter Lehrsatz III) JITS" kleiner als AC. 

Wenn man jetzt auf der Verlängerung 
von MH das Stück MK gleich AC annimmt, 
so sollen die Punkte C, K und D der hier i'jg- i*. 

untersuchten Kurve angehören. 

Weiter sind die Winkel an der Verbindungslinie CK (nach Lehr- 
satz VII) ebenfalls spitz, also ist die Gerade LX, die AM und CK 
halbiert und deshalb (nach Lehrsatz II) unter rechten Wmkeln trifi't, 
(nach Zusatz I hinter Lehrsatz III) ebenfalls kleiner als AC Wenn 
man daher LF in der Verlängerung von LX gleich AC oder MK 
annimmt, so soll auch der Punkt /'' der Kurve angehören. Zieht man 
femer CF und FK, so findet man in ähnlicher Weise zwei andre 
Punkte, die auch der Kurve angehören sollen. Und so immer fort. 
Es gilt aber die Vorschrift, nach der man Punkte zwischen C und K 
findet, in derselben Weise auch, wemi man Pimkte zwischen K und D 
finden will. 

Die Kurve CKD, die aus der Hypothese des spitzen Winkels 8 
entspringt, ist nämlich die Verbindungslinie der Endpunkte aller 
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gleiclien Senkrechten, die auf derselben Grundlinie nach derselben 
Seite errichtet sind, und die man gewöhnlich Ordinaten nennt*). 
Sie iat, füge ich hinzu, eine Linie, die wegen der Hypothese des spitaeii 
Winkels, aus der sie entspringt, der gegenüberliegenden Grundlinie AB 
stets ihre hohle Seite zukehrt. 

Grade das wollte ich an dieser Stelle darlegen und beweisen. 

Leteatz XXXV. Zieht man in irgend einem PunJife L der Gnmd- 
linie AB die Ordinate LF der Kv^vc CKD, so hdiaupte ich, dafs die 
Gerade NFX, die auf LF senJcreckt steht, heiderseits ganz auf der ge- 
icolhicn Seite der Kurve liegt und daher Tangente dieser Kurve ist. 

Beweis. Es liege, wenn das überhaupt möglich ist, ein Punkt X 
(Fig. 43) von NFX in der Höhlung dieser Kurve. Man fälle von dem 
^ j^. Punkte X auf die Grundlinie AB das Lot XP, 

das über X hinaus verlängert die Kurve in 
einem gewissen Punkte R treffe. Dann 
schliefse ich so: 

In dem Viereck LFXP wird der Wiu- 
]iel bei dem Punkte X weder ein rechter 
noch ein stumpfer sein, sonst würde näm- 
lich (nach Lehrsatz V und VI) die gegeu- 
wiirtigc Hypothese des spitzen Winkels hin- 
fällig. Infolgedessen ist der genannte Winkel spitz. Deshalb wird 
(nach Zusatz I hinter Lehrsatz III) PX und daher um so mehr PB 
grofser sein als LF. Das widerspricht aber (nach dem Vorhergehenden) 
der Natur unsrer Kurve. Folglich mufs die Verlängenmg der Ge- 
raden NF ganz auf die gewölbte Seite fallen, und diese Gerade wird 
daher Tangente der Kurve sem ^^ a^ zu beweisen war. 



^^^^ 



) Lehrsatz XXXVI. Wenn ngend m}ie Gerade XF (Fig. 44) mit 

irgend einer Ordinate LF einen fjHteen Wiiikel hüdet, so liegt der Punlä 
X nidit aufserh^ der Höhlung der Kut ve, wemi nicht XF vorher die 
Kurve in einem Purüäe geschnüten Jtat 

Beweis. Man l^ann jedenfalls auf XF den Punkt X so nahe an 
dem Punkte F annehmen, dafs die VLibindmigslinio LX die Kurve 
vorher in einem [von J^ verschiedenen] Punkte S schneidet, denn 
sonst läge XF entweder nicht ganz aufserhalb der Höhlung der 
Kurve, und dann hätten wir schon die Behauptmig, oder es bildete 



*) [Im Original: reotae ordinatim applieatae.] 
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sogar mit FL keinen spitzen Winkel, man miifste vielmehr scliliefsen, 
dafs XF mit LF in eine Gierade zusammenfüllt. 

Man fälle demnach von dem Punkte S k 

auf die Grundlinie AB das Lot ÄP, das 
(nach Lehrsatz XXXIV) gleich LF ist. Es 
ist aber SF (nach 1. 19) kleiner als LS. 
Also ist auch LF kleiner als LS und daher 
viel kleiner als LX. Mithin ist in dem Dreieck 
LXF der Winkel bei dem Punkte X spitz, 
weil er (nach L 18) kleiner ist als der Winkel ' ^„^4. 

LFX, der als spitz vorausgesetzt wurde. 

Nunmehr fälle man auf T^X das Lot LT. Dieses fällt (nach L 17) 
auf die Seite der beiden spitzen Winkel. Deshalb liegt der Punkt T 
zwischen den Punkten X und F. Darauf falle man von dem Punkte T 
auf die Grundlinie AB das Lot TQ. Dann wird LF (wegen des rechten 
Winkels in T) grölser als LT und dieses (wegen des rechten Winkels 
in Q) gröfser als QT. Also ist LJ^ viel gröfser als QT. Nimmt mau 
daher in der Verlängerung von QT das Stück QK gleich LF an, so 
gehört der Punkt K (nach Lehrsatz XXXIV) der betrachteten Kurve 
an, und es fällt daher der Punkt T in die Höhlung dieser Kurve, 

Folglich kann die Gerade FT, welche die beiden Geraden QK 
und LT m T schneidet, mit der Verlängerui^ von LS nicht in emem 
Punkte X zum Schnitte kommen, der aufserhalb der Höhlung der 
betrachteten Kurve* liegt, wenn nicht vorher die Verlängerung von FT 
das Stück dieser Kurve, das zwischen den Punkten jS und K liegt, 
in einem Punkte schneidet. Das aber war zu beweisen, u 

Zusatz. Hieraus geht deutlich hervor, dafg zwischen die Tangente 
(lieser Kurve und die Kurve selbst keine Gerade [Halbstrahl] gelegt 
werden kann, die auf der einen oder auf der andern Seite der Tangente 
ganz aufserhalb der Höhlung der Kurve liegt, da ja eine so gelegte 
Gerade (nach dem vorhergehenden Lehrsatze) einen spitzen Winkel 
mit dem Lote bilden mufs, das von dem Berührungspunkte auf die 
gegenüberliegende Grundlinie gefällt ist. 



Lehrsatz ZXXVH. Die Kurve CKI), 

ä^itsen TTMcefo entspringt, miifste der 



MypoGtese des 
Jen GniivWmii: 



Dem Beweise schicke ich folgendes Axiom voraus: Werden zwei 
Liuien halbiert, dann ihre Hälften und wiederum ihre Viertel halbiert, 
und verfahrt man in derselben Weise beliebig oft bis ins ünendlieho 
so sind die beiden Liuien sicher einander gleich, so oft os sich bei 
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dieser bis ins Unendliche gleichmäTsig fortgesetzten Teilung heraus- 
stellt oder beweisen läfat, dafs man schliefslich zu zwei einander ent- 
sprechenden Teilen kommen mufs, von denen feststeht, dafs sie einander 
gleich sind. 

Nunmehr folgt der Beweis der Behauptung. 

Man denke sich auf der Grundlinie AB nach der Kurve CKT) 
hin (Fig. 45) beliebig viele Senkrechte J(F, LF, I'F, MK, TF, 
VF, IF errichtet, und es seien die 
Stücke der Grundlmie AN, NL, LP, 
PM, MT, TV, VI, IB einander gleich. 
Dann ist erstens der Winkel 
zwischen AO und der Kurve sicher 
gleich den einzelnen Winkeln, welche 
die genannten Lote mit der Kurve zu 
beiden Seiten der Punkte F oder des 
Pig, 45, Punktes K oder beim Punkte B bilden. 

Denkt man sich nämiich das gemischte 
i Viereck ANFC auf das gemischte Viereck NLFF gelegt, sodafs die 
Grundlinie AN iiuf die gleiche Grundlinie NL zu liegen kommt, so 
fiillt AC auf NF und NF auf LF, weil jeder der Winkel hei den 
Punkten A, N und X gleich einem Rechten ist. Ferner fallt (nach 
Lehrsatz SXXIV) wegen der Gleichheit der Geraden AC, NF und 
LF der Punkt C auf den Punkt F von NF und dieser auf den andern 
Punkt F von LF. Äufserdem deckt sich die Kurve CF ganz genau 
mit der Kurve FF. Kiime nämlich eine von beiden, zum Beispiel CF, 
innerhalb oder anfserhalb zu liegen, so könnte man irgend einen 
Punkt Q zwischen den Punkten N und L annehmen und in ihm die 
Senkrechte errichten, welche die eine Kurve in X, die andre in S 
schnitte, und dann wären (nach der bekannten Beschaffenheit der Kurve) 
QX und QS gleich, was widersiimig ist. Dasselbe gilt, wenn bei dem 
erwähnten Aufeinanderlegen die Gerade NF in ihrer Lage bleibt, 
und AC a.ui LF fällt. Dasselbe gilt femer, wenn man sieh das nUm- 
liche gemischte Viereck ANFC in einer der beiden Weisen auf irgend 
eins der Übrigen Vierecke gelegt denkt, bis zum letzten Viereck JiDP'I 
oinschliefslich. Folglich ist der Winkel zwischen AC und der Kurve 
gleich den einzelnen Winkeln zwischen den genannten Senkrechten 
und derselben Kurve zu beiden Seiten der Punkte F oder des Punktes 
K oder beim Punkte D. 

Zweitens geht hieraus hervor, dafs die einzelnen Stücke der 
Kurve, die von je zwei benachbarten Senkrechten abgeschnitten werden, 
einander vollständig gleich sind. 
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Wenn also die Grundlinie AB in M halbiert und die Hälfte AM 
in L halbiert wird, dann das Viertel LM in P halbiert wird und so 
fort bis ins Unendliche, wobei man immer nach der Seite des Punktes 
M fortgeht, so wird drittens offenbar auch die Kurve CKJD in K 
von der Senkrechten MK halbiert, ebenso die Hälfte GK wieder in F 
von der Senkrechten LF halbiert, das Viertel FK in F von der Senk- 
rechten PF halbiert, und so weiter bis ins Unendliche, wenn man in 
derselben Weise nach der Seite des Punktes K fortgeht. 

Nun können wir annehmen, dafs man bei dieser ins Unendliche 
fortgesetzten Teilung der Grundlinie AJi schlierslich zu einem uuend- 9' 
lieh kleinen Stück von AB gelangt, das durch die unendlich kleine 
Breite der Senkrechten MK dargestellt wird, und dann ergiebt sich 
viertens (aus dem vorangeschickten Axiome) die behauptete Gleich- 
heit der ganzen Grundlinie AB mit der ganzen Kurve OKI), wenn 
ich nur zeigen kann, dafs das unendlich kleine Stück, das die Senk- 
rechte MK von der Grundlinie AB abschneidet, genau gleich ist dem 
unendlich kleinen Stück, das dieselbe Senkrechte von der Kurve CKD 
abschneidet. Und dieses letztere beweise ich so: 

Wenn die Gerade JtK auf KM senkrecht steht, so berührt sie 
(nach Lehrsatz XSXV) die Kurve in K, und zwar berührt sie diese 
in K so, dafs (nach dem Zusätze hinter Lehrsatz XXXVI} zwischen 
die Tangente und die Kurve auf keiner vou beiden Seiten eine Gerade 
[Halbstrahl] gelegt werden kann, welche die Kurve nicht schneidet. 
Mithin ist das zur Kurve gehörige, unendlich kleine Stück K genau 
ebenso grofs, wie das zur Tangente gehörige, unendlich kleine Stück K 
Nun ist aber das zur Tangente gehörige, unendlich kleine Stück ^ weder 
gröfser noch kleiner als das unendhch kleine, zur Grundlinie AB gehörige 
Stück M, vielmehr ihm vollständig gleich, weil man sich nämlich die 
Gerade MK dadurch besehrieben denken kann, dafs eben dieser Punkt 
M in beständig gleichmäfsiger Bewegung bis zu der Höhe von K 
hin aufrückt. 

Deshalb müfste (nach dem vorausgeschickten Axiome) die Kurve 
CKD, die aus der Hypothese des spitzen Winkels entspringt, der 
gegenüberliegenden Grmidlinie AB gleich sein. Was zu beweisen war. 

Anmerkung I. Aber vielleicht wird manchem die eben behsmptete 
genaue Gleichheit zwischen jenen unendlich kleinen Stück-en M und K 
zu wenig einleuchtend erscheinen*). Um daher dieses Bedenken /.v. 
beseitigen, verfahre ich wiederum so : 

*) [Saccheri seheint ako selbst gefühlt zu liabeii, diifa der eben gpfVibrte 
Beweis uageniigeud ist.J 
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Auf irgend einer Geraden AJß mögen in derselben Ebene zwei 
gleiche Geraden AC ma^IiD (Fig. 48) senkrecht stehen. Man denke 
sich in derselben Ebene einen Kreis BLÜH mit dem Durchmesser 
93 BD, dessen halber Umfang BLZ) der geDaniiten Geraden AB gleich 
ist. Nunmehr steile man sich vor, dieser Kreis rolle in seiner Ebene 
derart über die Gerade AB hin, dafs er in stetiger und gleichmUrsiger 
Bewegung mit den Punkten seines halben ümfanges die genannte 
Gerade £A durehmisst oder beschreibt, bis nämlich der zu jenem 
., _ halben Umfange gehörige Punkt D 

mit dem Punkte A zusammenfällt, 
wobei dann der Punkt B, der andre 
}i\ Endpunkt desselben halben Üm- 
fanges, mit dem Punkte C zu- 
sammenfällt. 

■' , Nunmehr möge auf dem halben 

Umfange BLD irgend ein Punlit 
L gewühlt werden, dem bei der Beschreibung der geraden Linie 
BA der Pmikt M entspricht. I» M errichte mau in derselben 
Ebene die Senkrechte MK gleich BD. Dann behaupte ich, dafs dem 
Punkte K grade der Endpunkt H des durch L gehenden Durch- 
messers entspricht. 

Es berührt nämlich hier die Gerade AB den genannten Kreis in 
dem Punkte M oder L, infolgedessen geht die Gerade MK, die auf 
AB senkrecht steht (nach III, 19*), was von dem strittigen Axiome 
durchaus unabhängig ist), durch den Mittelpunkt desselben Kreises. 
Sobald daher der Punkt L bei einem solchen KoUen des Kreises 
BLDM mit dem Punkte M auf Ali zusammenfällt, wird auch der 
Endpunkt H des durch den genannten Punkt L gehenden Durch- 
messers auf den Punkt K von MK fallen. 

Weiter gilt dasselbe sicher in entsprechender Weise von den 
übrigen Punkten des halben Ümfanges BLD und den gegenüber- 
liegenden Endpunkten der zugehörigen Durchmesser, die auf dem 
alldem halben Umfange BHD liegen. Daher ist die Linie, die auf 
diese Weise von den Punkten des halben Ümfanges BIID nach und 
nach besehriehen wird, die schon untersuchte Linie DKC, die in 
allen ihren Punkten von der Geraden BA denselben Abstand hat, und 
die infolgedessen (bei der Hypothese des spitzen Winkels) auf der 
Seite von AB immer bohl ist. 

*) [Wenn eine Gerade einen Kveis beriihrt, luid man vom Bei-flhrunfjapunkte 
aus seiiKvecht zu der berührenden Geraden eine gerade Linie 7.ieht, an liegt aul 
dieser der Mittelpunkt des KreisoB.j 
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Hieraus aber folgt, daTs die Punkte M auf BA und K auf DKG 
als genau gleich anzusehen sind, weil sie nämlich den beiden End- 94 
punkten L und H des zu ihnen gehörigen Durehmessers des Kreises 
BLI)H durchaus gleich sind. Da nun dasselbe von allen Punkten 
der Geraden BA gilt, die bei dem Rollen beschrieben wird, wenn man 
sie mit den andern, ihnen ebenso gegenüberliegenden Punkten jener 
angenommenen Kurve BKC vergleicht, so folgt offenbar, dafs eben 
diese Kurve, die aus der Hypothese des spitzen Winkels entspringt, 
der gegenüberliegenden Grundlinie AB gleich zu erachten ist. Aber 
grade das hatte ich durch diese neue Methode wiederum zu beweisen 
unternommen*). 

Anmerkung IL Weil man sich aber die Gerade BA bei jener 
immer gleichmäfsigen und stetigen Bewegung nach und nach von den 
Punkten des halben ümfanges BLD beschrieben denkt, und weil in 
entsprechender Weise die Linie DKC von den zugehörigen gegen- 
überliegenden Punkten des andern halben Ümfanges BHB beschrieben 
wird, so erkennt man leicht, dafs die Gerade BA durch jene immer 
gleichmäfsige und stetige Bewegung von einem einzigen Punkte B 
beschrieben wird, den mau sich mit jenem halben Umfange (gewisser- 
mafsen abgewickelt) immer auf BA hinlaufend denken mufs, während 
inzwischen in genau derselben Zeit durch dieselbe immer gleichmäfsige 
und stetige Bewegung jene andre Kurve BKC von einem einzigen 
Punkte B beschrieben wird, nämlich von dem andern Endpunkte des 
zu B gehörigen Durehmessers, den man sich seinerseits (gewisser- 
mafsen abgewickelt) mit seinem andern halben Umfange BRD immer 
auf der genannten Kurve BKC hinlaufend denken mufs. Dann aber 
erkennt man leichter die behauptete Gleichheit zwischen BKC und 
der gegenüberliegenden Geraden BA, weil beide m gleicher Zeit und 
durch die gleiche Bewegung von 7wei emandei ganz genau gleichen 
Punkten oder bessei unendlich kleinen Stücken LebcLiieben werden**). 
Übrigens hat die ganz genaue Gleichheit der genanntLti Punktu offen- 
bar auf die neue Betrachtui^ gai kernen Emflufs 

Lehrsatz XXXVHI Bip Mypoflm>c des ^xnken WmUh ibt yms 95 
und gar falsch, weil sie iidi 'leihst scrbtoit 



*) [Dieser Beweis leidet an geniu denselben (jebiechen wif, d r voihei 
gehendej 

'*) [Auch diese Bitr-ichtun^en sind m ht besser als \if voihei gehenden 
Der Kreis BHBL rollt zwai lai di,r Geiadon AB und wickelt sich aut ihr ah, 
aber er rollt nicht zu gleicher Zeit aut di.i kuive DKC m I wickelt sich infolge- 
dessen anoh nicht auf dieser ah ] 
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Vorhin haben wir nämlich aus der Hypothese des spitzen 
Winkels deutlich erschlossen, dafs die aus ihr abgeleitete Kurve CKD 
(Fig. 46) der gegenüberliegenden ijlrundliuie 
Ali gleich sein murs. Jetzt aber erschliefsen 
wir aus derselben Hypothese das Gegenteil, 
dafs nämlich die Kurve CKD jener Grundlinie 
nicht gleich sein kann, weil sie unbedingt 
gröfser ist als diese. 

Dafs nUnilich die Kurve CKD gröfser ist 
als die Gerade CD, die ihre Eiidpunkte ver- 
j.j ^ bindet, das zeigt die uiimittelbare Anschauung. 

Man kann es allerdings auch mit Hilfe von 
I. 20 beweisen, wonach zwei Seiten eines Dreiecks zusamineu immer 
gröfser sind als die dritte, indem man nämlich CK und KD zieht, 
und wiedenim in ähnlicher Weise zuiiUehst die Spitzen von zwei Ab- 
schnitten verbindet, dann von vier und so weiter ins Unendliche, wobei 
die Anzahl der so entstehenden Abschnitte sich immer verdoppelt, bis 
die ganze Kui^ve CKD auf diese Weise schliefslich in die unendlich 
kleinen Sehnen oder Tangenten zerlegt ist. Indes brauchen wir uns 
liier blofs auf die unmittelbare Anschauung zu berufen, 

Dafs jedoch andrerseits die Verbindungslinie CD gröfser ist als 
die Grundlinie AB, das haben wir im dritten Lehrsatze aus der 
innersten Natur der Hypothese des spitzen Winkels bewiesen. Daher 
ist die Kurve CKD, die aus der Hypothese des spitzen Winkels ent- 
springt, gewifs gröfser als die Grundlinie AB, denn nach der un- 
mittelbaren Anschauung ist sie gröfser als die Gerade CD, und diese 
ist, wie bei der Hypothese des spitzen Winkels bewiesen werden kann, 
gröfser als die Grundlinie AB. Damit ist aber nicht vereinbar, dafs die 
Kurve CKD der Grundlinie AB gleich ist. 

Mithin steht fest, dafs die Hypothese des spitzen Winkels ganz 
und gar falsch ist, weil sie sich selbst zerstört. 



Anmerkung. Ich mufs noch bemerken, dafs auch aus der Hypo- 
these des stumpfen Winkels . eine gewisse 
Kurve CKD entspringt, die jedoch auf der 
Seite der Grundlinie AB gewölbt ist. Denn 
die Halbierungslinie MH (Fig. 47) von AB 
und CD steht (nach Lehrsatz H) auf beiden 
senkrecht und ist bei der Hypothese des 
stumpfen Winkels (nach Zusatz I hinter Lehr- 
satz IH) gröfser als AC und BD. Deshalb 
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ist ein gewisses Stück MK von MH gleich AC oder BD. lieht 
man jetzt CK und KD und halbiert die Geraden CK, AM, MB, 
KD in den Punkten X, P, Q, N, so stehen (wieder nach Lehr- 
satz II) die Verbindungslinien BX und QN sicher auf den durch- sie 
geteilten Geraden senkrecht. Sie sind aber wiederum (ebenfalls nach 
Zusatz I hinter Lehrsatz III) grÖfser als AC, MK und BD. Nimmt 
man daher auf ihnen Stücke PL und QS an, die den genannten 
Geraden gleiclj sind, so hat man eine aus der Hypothese des stumpfen 
Winkels entspringende Kurve, die durch die Punkte C, L, K, S, D 
hindurchgeht. Und so immer weiter, wenn man die übrigen Punkte 
derselben Kurve angeben will. Hieraus aber geht hervor, dafs die 
Kurve auf der Seite der Grundlinie AB gewölbt ist. 

Nun gebe ich zu, dafs man genau auf dieselbe Weise die Gleich- 
heit dieser Kurve mit der Grundlinie AB hätte beweisen können. 
Aber was wäre der Erfolg? Sicherlich gar keiner! Denn, wenn einer- 
seits jene Kurve CKD, nach der unmittelbaren Anschauung, für gröfser 
gelten mufs als die Gerade CD, so wird andrerseits (in Lehrsatz IH) 
bewiesen, dafs die Grundl nie AB gro^ei ist als CD, sobald die 
Hypothese des stumpfen W nkela gilt Es ist also hier kein Wider- 
sinn, wem die Grundlinie AB lei ^enannt n Kurve gleich ist. Dafs 
es sich aber bei der Hypothese des S} t^ien 'V\ inkels ganz anders ver- 
hält, das geht aus dem voihm Gesagten hervor 

Aus dieser Anmerkung nun und aus einer andern hinter Lehr- 
satz XHI ist zu ersehen, dafs wr zu Widerlegung der beiden fal- 
schen Hypothesen, der des stumpfen V\ mkels und der des spitzen 
Winkels, zwei ganz verschiedene Wege einschlagen raufateii. 

Übrigens erkennt mau aus dem Vorhergehenden ohne Mühe, dafs 
nur die gerade Linie CD in illen ihren Punkten gleichen Abst'ind 
von der Giunllmie 4.B h bei k in 

Lehrsatz XXXIX Verden tcu letadc Linien lon einet micm 91 
geschmtten und sind die inncm Winld die ätebe auf derselben Seite 
hiUlet eusaitmien Heiner als zwei Bechte so fteffen die beiden Lnuen 
ins Unenilicke iPilangett einander auf der Sitte uo dieWmlel msammtn 
kleine sind als wei Bechte 

Das ist eben das berühmte Euklidische Axiom, das ich endlich 
vollstiindig zu beweisen nuternehmo. 

Zu diesem Endzwecke aber genügt es, an einige der vorher- 
gehenden Beweise zu erinnern. Ich habe in meinen Lehrsätzen bis 
zum siebenten einschliefslich Jn Bezug auf die Verbindungsgerade 
der Endpunkte von zwei gleich langen Geraden, die i» derselben 
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Ebene auf einei' von mir (irumlliiiie genannten Gecaden senkrecht 
stehen, drei Hypothesen anterschieden. Von diesen Hypothesen (deren 
Kennzeichen bei mir die Bescliaffenbeit der Winkel ist, die an der Ver- 
bindungslinie auftreten aollen) beweise ich ferner, dafs, wenn eine von 
ihnen, nämlich entweder die des rechten Winkels oder die des stumpfen 
Winkels oder die des spitzen Winkels, auch nur in einem Falle richtig 
ist, dafs sie dann in jedem Falle immer allein die richtige ist. 
Darauf zeige ich in Lehrsatz XIII die allgemeine Gültigkeit des 
strittigen Asioms, sobald eine von den beiden Hypothesen des rechten 
oder des atmnpfai Winkels besteht Hieiaus leite ich im Lehr- 
satze XIV ab, dafs die Hypothese des stumpfen Winkels ganz und 
gar falsch ist, weil sie sich selbst zerstört, weil sie nämlich die Wahr- 
heit des genannten Axioms nach sich zieht, das, in Widerspruch mit 
den beiden übrigen Hypothesen, nur fui die Hypothese des rechten 
Winkels Raum übrig läfst. Daher bleibt blols die Hypothese des 
spitzen Winkels übrig, gegen die lungere Zeit gekämpft werden mufate. 
Aber auch von dieser zeige ich (nachdem ich bei geeigneter 
Gelegenheit Vieles, um nicht zu sagen Alles, geprüft habe) endlich 
in Lehrsatz XXXIII, dafs sie ganz und gar falsch ist, weil sie der 
Natur der geraden Linie widerspricht, über die ich dort viele, jedoch un- 
entbehrliche Hilfssätze einfüge. Endlich aber beweise ich in dem vor- 
hergehenden Lehrsatze in aller Voliatändigkeit, dafs die Hypothese 
98 des spitzen Winkels sich selbst widerspricht. Da somit einzig und 
allein die Hypothese des rechten Winkels übrig bleibt, so folgt hieraus 
offenbar, dafs durch den erwähnten Lehrsatz XIII das vorhin aus- 
gesprochene Euklidische Asiom vollstilndig begründet wird. Und das 
war die Behauptung. 

ADmerkang. An dieser Stelle möchte ich einen bemerkenswerten 
Unterschied zwischen den vorhergehenden Widerlegungen der beiden 
Hypothesen zur Sprache bringen. 

Bei der Hypothese des stumpfen Winkels ist nämlich die Sache 
heller als die Sonne im Mittag, weil sich ja, wenn man sie als wahr 
annimmt, aus ihr die vollständige und allgemeine Giltigkeit des strit- 
tigen Euklidischen Axioms erweisen läfst, und daraus kann nachher 
die vollständige Unrichtigkeit eben dieser Hypothese bewiesen werden, 
wie das aus Lehrsatz XIH und XIV hervorgeht. 

Dagegen gelingt es mir nicht, die Unrichtigkeit der andern Hypo- 
these, nämlieh der des spitzen Winkels, nachzuweisen, ohne vorher zu 
zeigen, dafs die Linie, deren l'unkte alle von einer augenommeuen 
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goratleu Linie gleich weit abstehen, und die in derselben Ebene mit 
(lieser liegt, eben dieser Geraden gleich ist. 

Nim konnte es scheinen, als ob ich grade das nicht aus dem 
eigentlichen Wesen dieser Hypothese bewiesen hätte, was doch für 
eine tadellose Widerlegung erforderlich gewesen wäre. Ich antworte 
aber, dafs ich in Lehrsatz XXXVII drei Mittel gebraucht habe, um 
die genannte Gleichheit zu beweisen. Zunächst beweise ich in diesem 
Lehrsatze selbst, dafs die Kurve OKI), die ja aus der Hypothese des 
spitzen Winkels entspringt (und die deshalb auf der Seite jener Ge- 
raden AB immer hohl ist), dieser gleich sein mufs, und zwar, indem 
ich meine Beweisgründe von den Tangenten dieser Kurve hernehme. 
Darauf beweise ich in den beiden Anmerkungen zu demselben Lehr- 
satze, ohne die Giltigkeit einer besonderen der drei Hypothesen voraus- 
zusetzen, wiederum zweimal die Gleichheit der so erzeugten Linie CD 
mit der Grundlinie AB, gleichgiltig welche Beschaffenheit man sonst 
der so erzeugten Linie CD zuschreibt. 

Erkennt man nun an, dafs die Gleichheit jener Kurve CKD, wie 
sie aus der Hypothese des spitzen Winkels entspringt, mit der Grund- 9 
linie AB auf die erste Art wirklich bewiesen ist, so bekommt 
man eine überzeugende Widerlegung, denn bei derselben Hypothese 
läfet sich offenbar nachweisen, dafe CKD gröfser ist. Erkennt mau 
aber an, dafs die Gleichheit auf eine der beiden andern Arten bewiesen 
ist, so wird auch dann die Widerlegung der Hypothese des spitzen 
Winkels mit nickten versagen. Der Grund liegt darin, dafs CD zwar 
sehr gut krumm und nichtsdestoweniger der Geraden AB gleich 
sein kann, wenn nur CB immer auf jener Seite gewöibfc, und somit 
die Verbindungsgerade derselben Punkte C und D kleiner ist als die 
gegenüberliegende Grundlinie AB, was bei der Hypothese des stumpfen 
Winkels eintritt; dafs es aber durchaus ein Widerspruch ist, wenn CD 
auf derselben Seite immer hohl und somit die genannte Verbindungs- 
gerade jener Punkte C und D gr'öfser ist als die gegenüberliegende 
Grundlinie AB, was bei der Hypothese des spitzen Winkels eintritt. 
In dieser Weise ist die Sache bereits in der Anmerkung zu dem vor- 
hergehenden Lehrsatze auseinandergesetzt worden. Freilich leuchtet 
ein, dafs hieraus keine Widerlegung der Hypothese des stumpfen 
Winkels folgt, dafs vielmehr auf diese Art einzig und allein die 
Hypothese des spitzen Winkels zerstört wird. 

Vielleicht könnte aber hier jemand fragen, warum ich so besorgt 
bin nachzuweisen, dafs die Widerlegung der beiden falschen Hypo- 
thesen unanfechtbar ist. Deshalb, erwiedere ich, weil daraus hervor- 
geht, dafs Euklid nicht ohne genügenden Grund jenes berühmte 



y Google 



134 Saccteri, Euclidee alj omni naevo vindieatus. 

Aiiora als au und für sicli eiiileuclifcend angenommen hat. Denn grade 
darin scheint, sozusagen, der Charakter jeder Grundwahrheit zu liegen, 
dafB sie nur, indem die Wahrheit ihres Gegenteils gründlich widerlegt 
i\'ird, in ihr altes Recht wieder eingesetzt werden iiaun. Und ich darf 
sagen, dafs mir dies von meiner Jugend an bei der Untersuchiing 
einiger Grundwahrheiten geglückt ist, wie aus meiner Logica demon- 
strativa [1692, 1701] hervorgeht. 

Nunmehr kann ich mich dazu wenden, auseinanderzusetzen, warum 
ich in dem Vorwort an den Leser gesagt habe: getvisse Leute ItäMeii 
nicht olme einen gr(^m Verstofs gegen die strenge Logik Paare gleichweit 
M entfernter gerader Linien von vorn lierein als gegeben angenoimnen. Dabei 
murs ich ausdrüclclieh erklären, dafs ich hiermit keinen von denen 
angreife, die ich in meinem Buche, wenn auch nur mittelbar, genannt 
habe; demi sie sind wahrhaft gro&e Geometer und von diesem Ver- 
stofse unzweifelhaft frei. 

Ich sage aber : dnen groben Verstoß gegen die strenge Logik, denn 
was keifst: swei gleich weit entfernte gerade Linien als gegeben annehmen 
andres, als entweder verlangen, dafs jede Linie, die in derselben Ebene 
von einer angenommenen Geraden gleich weit entfernt ist, wieder eine 
gerade Linie sei, oder wenigstens annehmen, dafs eine gewisse gleich 
weit entterntp Linie eine gerade Linie sein bann, sodafs man also eine 
solche entwedei auf Giund emei Hypothese oder auf Grund einer 
Foideiung in der betreflenden Entfernung von der andern annehmen 
dart? Unzweifelhaft kann man keiiis von beiden als an sieh einleuchtend 
einschmuggeln, denn dafs dei leine Begiift' einer Linie, die in allen ihren 
Punkten von einei dugeuommenen geraden Linie gleich weit entfernt 
ist, mit dem urspion glichen Begrifle dei geraden Linie zusammenfällt, 
ist keineswegs unmittelbar klar. Zwei gerade Linien für parallel zu 
erklären, wenn sie gleich weit von einander entfernt sind, ist deshalb 
ein Fehler, den ich in meiner Logik den der zweideutigen ErMäning 
nenne; bei einer solchen ist aber jeder Versuch, zur unbedingten 
Wahrheit zu gelangen, nutzlos. 

Ich finde jedoch, dafs noch eine Bemerkung gemacht werden mufs. 
Wir alle wollen zugeben, dafs die Verbindungslinie der Endpunkte 
aller Senkrechten, die in ein und derselben Ebene nach derselben 
Seite in den einzelnen Punkten einer angenommenen geraden Linie 
AB errichtet sind, sowohl der genannten Geraden A£ gleich als auch 
selbst eine Gerade sein mufs. Ich behaupte aber : Wir erkennen 
zuerst, dafs sie gleich ist, und erst dann, dals sie gerade ist. Da 
man sieh nämlich vorstellen kann, dafs die einzelnen Punkte jener 
Geraden AS immer gleichmäfsfig auf ihren Senkrechten fortschreiten, 
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bis sie endlich jene gewisse Linie CD bilden, so murs einleuchten, 
dafs die so erzeugte Linie CD, wie sie auch sonst beschaffen sei, 
gleich ÄS ist, besonders wenn man die Auseinandersetzung berück- 
sichtigt, die in der Anmerkung II hinter Lehrsatz XXXVII enthalten loi 
ist, wo dieser Punkt auf das Deutlichste bewiesen wurde. 

Indes bleibt alsdann noch eine grofse Schwierigkeit, nämlich zu 
beweisen, dafs die so erzeugte Kurve CD nur eine gerade Linie sein 
ktiim. und daher kommt es, wie mir seheint, dafs man, um leichter 
von der Stelle zu komme», einem allgemein verbreiteten Vorurteile 
nachgebend, lieber von vom herein angenommen hat, CD sei eine 
gerade Linie, um daraus abzuleiten, dafs es der Grundlinie AB gleich 
ist, und um nachher die rechten Winket an der Verbindungs geraden 
CD einzuführen. 

Ich sage aber: eine grofse ScInvierigJceit, denn es mussteu zuerst 
die drei Hypothesen in Betreff der "Winkel an der VerhindungS(/ej-fl(?e)f 
CD eingeführt werden, die rechte sind, wenn CD gleich der Grund- 
linie AB ist, oder stumpf, wenn es kleiner, oder spitz, wenn es grofser 
ist. Dann aber mufste gezeigt werden, dafs die krumme Linie, die 
(bei der Hypothese des spitzen Winkels) die Endpunkte jener gleichen 
Senkrechten verbindet, auf der Seite von AB nur hohl sein könne, 
und dafs wiederum die andre Kurve, die {bei der Hypothese des stumpfen 
Winkels) die Endpunkte derselben Senkrechten verbindet, auf der ge- 
nannten Seite nur gewölbt sein könne. Nunmehr aber mufste hieraus 
die Unrichtigkeit der Hypothese des spitzen Winkels nachgewiesen 
werden, weil die Linie, welche die Endpunkte der genannten Senk- 
rechten verbindet, der Grundlinie AB nicht gleich, sondern vielmehr 
(wie die Anschauung unmittelbar lehrt) grÖfser ist als jene Verbin- 
dungsgerade CD, die nach der Beschaffenheit eben dieser Hypothese 
gröfser ist als die genannte Grundlinie AB. Dafs aber die Hypothese 
des stumpfen Winkels sich selbst widerspricht, mufste anderswoher 
gezeigt werden, so wie es in Lehrsatz XIV geschehen ist. Aber damit 
sei es nun genug. 

Ende de» ersten Buches. 



y Google 



Saccheii. AIj weich linken v 



Abweiohuugeo vom Urtext. 

S. 60, Z. 13 V. o. (S. 13, Z. 3 Y. u.). Im Urtext steht 1. IS statt; 1. 19, 

8. Öl, Z. 7 V. o. (S. 13, Z. U y. o.) AP statt: AD. 

S. 62, Z. 10 V. u. (S. 15, Z. 11 V. 0.) I. 4 statt: I. 5, 

S. 73, Z. 10 V. ö. (S. 25, Z. 8 v. u.) XXV statt; XXVIl. 

S. 74, Z. 18 V. u. (S. 28, Z, S v. u,) (nach Lehrsatz III) sUlt: (nach Lehrsatz 1, 

VII und XVI\ 
S. 80, Z. 16, 25 V. o. (S. 42, Z. 17, 8 v. u.) 5, JJ, H, P statt; li, Jf, Z», l" imd 

riJJff, r^P statt: YHD, YDF. 
S. 103, Z. 9 V. o. (S. 61, Z. 13 v, u.) L 18 statt; I. 19. 
S. 102, Z. 11 V. u. (S. 62, Z. 7 Y. 0.) NG statt: MC. 
S. 119, Z. 3 Y. o, (S. 83, Z, 3 V. 0.) XL 4 statt: XL 1 
S, 125, Z, 6 T. 0. (S, 89, Z. 14 Y. 0.) I. 18 statt: L 19. 

Druckfehler, die bereits im DruekfehlerYerzeiehnisse des Originals (S. XVi) 
angeführt sind oder die das Verständnis des Textes nicht stören, wie die häufige 
Vertauschung von n und u, f und /", r und (, haben wir hier unberücksichtigt 
gelassen. Die in runde Klammem eingeschlossenen Seitenzahlen beziehen sich 
auf die Originalausgabe. 
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Mit Johann Heiurieli Lambert komineii wir naah Deutseh- 
land. Wir wollen daher zunächst berichten, wie sich die EEtwicke- 
luiig der PaTalleleutheorie dort gestaltet hatte. 

In der Einleitung zu Wallig ist bereits der vortreffliche Euldid- 
Kommentar des Jesuiten Christoph Schiilssel (1574) besprochen 
Würden, Aber erst nach einem Zeiträume von fast zweihundert Jahren 
begegnet uns in Deutschland wieder eine Veröffentlichung, die ei-wähut 
zu werden verdient; denn die scharfsinnigen Bemerkungen, die Leibniz 
über die Grundlagen der Geometrie gemacht hatte, sind erst in diesem 
Jahrhunderte aus seinem Nachlasse ans Licht gezogen worden. Das 
Interesse för die Parallelentheorie erwacht erst wieder in der zweiten 
Hälfte des achtzehnten Jahrhunderts, und zwar war es Abraham 
Gotthelf Kaestner (1719 — 1800), der die Wichtigkeit der Unter- 
suchungen über die fünfte Forderung erkannte, die Aufmerksamkeit der 
Mathematiker auf diesen Gegenstand lenkte und damit eine Bewegung 
einleitete, die erst iu diesem Jahrhunderte ihren Absehlufs gefunden hat. 

In der Vorrede zu seinen weitverbreiteten Anfangsgründen 
der Arithmetik und Geometrie, deren erste Auflage im Jahre 
1757 erschienen ist, erzählt uns Kaestner Folgendes: 

„Die Schwierigkeit, welche bei der Lehre von den Parallellinien 
sich findet, hat mich schon viele Jahre beschäftigt. Ich glaubte, sie 
wäre durch Hausens Elementis matheseos [1734] völlig gehoben. 
Der vormahlige Prediger bei der französischen Gemeinde in Leipzig 
Mr. Coste benahm mir diese Zufriedenheit, als er mir einmahl bei 
dem Umgange, den er mir oft gönnete, anzeigte, es sey an dem an- 
geführten Orte von Hausen ein Schlufs gemacht worden, der nicht 
folge. Ich entdeckte diesen Fehler bald selbst und bemühte mich 
von der Zeit an, die Schwierigkeit selbst zu heben oder Schriftsteller 
zu finden, die sie gehoben hätten, aber in beider Absicht vergebens, 
ob ich gleich fast eine kleine Bibliothek von einzelnen Schriften oder 
Anfangsgründen der Geometrie sammelte, wo dieser Gegenstand war 
besonders betrachtet worden. Nachdem gegenwärtige Arbeit mich 
veranlasset die Sache von neuem zu überlegen, so habe ich kein Ver- 
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fahren tiudeji köution, das meiner Befriedigung iiälier kÜme als das- 
jenige, das ich in dem Zusätze des elften Satzes und im zwölften 
Satze gewählt habe." 

Dieses Verfahren besteht darin, dafs, ähnlich wie es bei Wallis 
geschieht, die eine der lieiden schneidenden Geraden parallel mit sich 
selbst verschoben wird Liegt ihr Schnittpunkt mit der Grundlinie 
m der Nahe des teclmittpunktes der zweiten Geraden mit der Grund- 
imie, so hndet ein Zusammentreffen der beiden schneidenden Geraden 
statt „Man sieht aber nicht", fährt Kaestner fort, „wie blofs die 
Imgere Giundlmie die Dreiecke unmöglich machen soll, man wird 
\ elmehr uitheilen, dals bei einer längeren Grundlinie nur die Seiten 
01& zum ZusammPnticfFeu weiter müssen fortgeachoben werden." 

Kaestneis Inteiesse für die Parallelentheorie zeigte sich jedoch 
mcht nur dann, dat& ei die betreffenden Schriften sammelte — das 1801 
veröffentlichte Verzeichnis seiner Bflchersammlungi die über 7000 Werlie 
umfafste, enthält fast alles, was über diesen Gegenstand etwa bis 1770 
erschienen war — vielmehr entstand auch v-iter seiner Beihilfe eine 
noch heute wertvolle Dissertation, in der zum ersten Male eine Ge- 
schichte der Parallelentheorie gegeben wurde. Ihr Titel lautet: 

Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum demon- 
strandi recenaio, quam publico esamini Submittent Abrah. 
Gotthelf Kaestner et auctor respondens Georgias Simon 
Klügel, Göttingen 1763. 4". 34 Seiten, 1 Figurentafel. 

Ihr Verfasser, später Professor der Mathematik in Helmstedt und 
in Halle, ist noch jetzt durch sein Mathematisches Wörterbuch bekannt. 

Gegen dreifsig Versuche, das Parallelenaxiom zu beweisen, unter 
ihnen auch, wie wir schon früher erwähnten, der Versuch Saccheris, 
werden hier mit sehr verständiger Kritik behandelt, und immer stellt 
sich heraus, dafs sie als mifslungen anzusehen smd. Es 'ist daher 
erklärlich, dafs Klügel (S. 16) zu der Ansicht gelangt: „Möglich 
wäre es freilieh, dafs Gerade, die sich nicht schneiden, von einander 
abweichen. Dafe so etwas widersinnig ist, wissen wir nicht in Folge 
strenger Schlüsse oder vermöge deutlicher Begriffe von der geraden 
und der krummen Linie, vielmehr durch die Erfahrung und durch das 
Urteil unsrer Augen", und dafs Kaestner in einem Nachworte sich 
dahin äufsert, ein Beweis für das Parallel enaxiom sei nur zu erhoffen 
durch eine genauere Ausbildung der Lehre von der Lage, die mit 
Leibniz untergegangen sei. Gegenwärtig bleibe nur übrig, offen, wie 
es Hütern der reinsten Wahrheit gezieme, die Forderung Euklids als 
solche auszusprechen; niemand, der bei gesunden Sinnen sei, werde sie 
ja bestreiten wollen. 
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Dieser Skeptizismus Kaestnera sclicint sicli später fast noch ver- 
schärft zu haben, denn Schweikart berichtet 1807, „dafs Kaestner 
vor vielen Jahren schon, an der Möglichkeit der Lösung verzweifelnd, 
mit unbegreiflicher Resignation, anstatt nach der wahren Demonstra- 
tion zu forschen, ein blindes Annehmen öfientlich anrieth". 

Klügela Dissertation hat noch ein andres Interesse, sie scheint 
die Veranlassung gewesen zu sein, dafa Johann Heinrich Lambert 
der Parallelentheorie seine Aufmerksamkeit zuwandte (vergl. S. 155). 

Indem wir zu den Untersuchungen dieses merkwürdigen Mannes 
übergehen, wollen wir zunächst über seinen Lebenslauf berichten. 
Lambert ist am 26. August 1728 in der Stadt Mühlbausen im 
Ober-Elsafs geboren, die seit 1506 der Schweizer Eidgenossenschaft 
„zugewendet" war. Diese Verbindung hat erst 1798 aufgehört, wo 
Mühlhauscn von der französischen Republik weggenommen wurde. 
Lambert betrachtete sich selbst als Schweizer — er nennt sieh 
Muelhusio-Helvetus ^, und als er nach mancherlei Irrfahrten 
1764 nach Berlin kam, nahm ihn die einfiufsreiche schweizerische 
Kolonie als Landsmann auf. Bald darauf wurde er Mitglied der Aka- 
demie; in Berlin hat er dann die letzten dreizehn Jahre seines 
Lebens zugebracht. Genaueres über sein Leben sowie über seine 
hervorragenden Leistungen in der Mathematik, der Physik und der 
Philosophie findet man in den Schriften, die am Schlüsse dieser Ein- 
leitung angeführt sind. 

Lambert hat seine „Theorie der Parallellinien" nicht selbst 
veröffentlicht, wahrscheinlich weil sie ihn noch nicht befriedigte. Erst 
1786 ist die Abhandlung aus Lamberts Nachlafs durch Johann 
Bernoulli, einen Enkel des bekannten Baseler Mathematikers gleichen 
Namens, herausgegeben worden, Bernoulli sagt in einer Anmerkung, 
sie sei im September 1766 aufgesetzt. Dafs sich Lambert um diese 
Zeit mit dem ersten Buche der Elemente eingehend beschäftigt hat, 
zeigt eine Stelle in einem Briefe an den Baron Georg Jonathan von 
Holland (1742—1784). In diesem Briefe, der vom 11. April 1765 
datiert ist, äufsert sich Lambert über Euklids Verfahren in folgender 
Weise (Lamberts Briefwechsel, Teil I, S. 28—30): 

„Ich stelle mir nun Euclidens Verfahren so vor: 

1. Dafs Euclid seine Definitionen vorausschickt und aufhäuft, 
das ist gleichsam nur eine Nomenclatur. Er thut dabei weiter 
nichts als was z. B. ein Uhrmacher oder anderer Künstler 
timt, wenn er anfängt, seinem Lelirjungen die Numen seiner 
Werkzeuge bekannt zu raaclien. 
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2. Dabey ist es Eucliden genug, wenn man ihm einräumt, dafs 
es solche Figuren gehe, sollte es auch nur eine seyn. 

3. Hingegen fordert er die unbedingte Möglichkeit gerader Linien 
und Cireul von jeder Gröfse und Lage. Et hoc si dederis, 
danda sunt omnia*). Denn 

4. Sogleich trägt Euelid eine Aufgabe vor, um denen, welche ihm 
die allgemeine und tmbediiigte Möglichkeit eines gleichseitigen 
A [Triangels] in Zweifel ziehen wollten, ex concessis postu- 
latis zu zeigen, wie sie ihn von jeder Gröfse machen können. 

5. Vermittelst dieser ersten Aufgabe zeigt Euelid in der zweiten, 
wie man eine Linie von gegebener Länge hintragen könne, wo 
mau will, 

C. Im folgenden zeigt er sodann, dafs in jedem A zwei Seiten 
gröfser sein müssen, als die dritte, und dafs demnach unter 
dieser Bedingung Triangel von jeder Gestalt m\d Gröfse moglicli 
sind. Dieses hätte man ihm aus der blofscn Definition des A 
nicht eingeräumt. 

7. In Ansehung der Parallellinien ist dieses Verfahren noch 
augenscheinlicher, weil die Definition von derselben Möglichkeit 
gar nichts angiebt. Denn man miifste sie sich gerade und 
beiderseits ins Unendliche verlängert vorstellen können. 

8. In den Beweisen braucht EucHd den Ausdruck per defini- 
tionem im geringsten nicht anders als den Ausdruck per 
hypothesin. Denn bis die Möglichkeit des Begrifs nicht 
erwiesen ist, ist die Definition nur noch eine Hypothesis. Ist 
es für sich oder auch nur durch ein einziges Beyspiel klar, 
dafs es wenigstens einige solcher Figuren giebt, die die Defi- 
nition anzeigt, so mag die Definition vorausgeschickt werden, 
und zwar als eine blofse Benennung. Die Bedingungen ihrer 
Möglichkeit müssen abe'r aus Grundsätzen und Poatulatis 
folgen. Dies ist der Fall von dem A (Nr. 6). Die Definition 
der Paralleliinien ist schlechthin eine Hypothese bis ihre 
Möglichkeit erwiesen wird, und da wird die Definition zum 
Subjekt (Alethiol. § 242**)). 

Dieses ist nun meines Erachtens die Art, wie Euelid mit Defi- 
nitionen und Begriffen umgeht." 

Trotz sorgfältiger Nachforschungen ist es uns nicht gelungen, in 

•) fCicero, de finibus bonorum et malorura, lib. V. SS.\ 
**) [Gemeiiit iat der Absclinitt Alethiologie aus Lamberts Werk: Neues 
Organen oder Gedanken über die Erforschung und Bozeichnunjr des 
Wahren and dessenUnterseheidung vom Irrthum und Schein. Riga 1764] 
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den zahlreichen Schriften Lamberts weitere Bemerkungen über die 
Parallelentheorie aufzufinden; höchstens wäre zu erwähnen, dafs er in 
einem Briefe an KlUgel vom 3. Juli 1773 äufsert, er besitze dessen 
Dissertation über die Par alle Hin ien. Dagegen haben wir Grund zu der 
Vermutung, dafs in dem nicht veröffentlichten Teile des Nachlasses 
solche Bemerkungen enthalten waren; unsre erfolglosen Bemühungen, 
den Verbleib dieser Papiere zu ermitteln, worden nachher zur Sprache 
kommen. 

Bei dem Versuche, die Bedeutung der Untersuchungen Lamberts 
zu kennzeichnen, werden wir naturgemäfs Saceheris Euclides ab 
omni naevo vindicatus zur Vergleichnng heranziehen; wir möchten 
jedoch ausdrücklich bemerken, dafs nach unsrer Überzeugung Lam- 
bert von diesem Werke nur das Wenige gekannt hat, was KlÜgel 
in seiner Dissertation mitgeteilt hatte. 

Lamberts „Theorie der Parallellinien" gliedert sieh in drei 
Abschnitte sehr verschiedenen Inhalts. Der erste sehr klar ge- 
schriebene und noch heute nicht veraltete Abscimitt (§ 1 — 11) hat 
den Zweck darzulegen, was es bedeutet, wenn man von einem Beweise 
der fünften Forderung spricht. Grade Lambert war für solche 
Auseinandersetzungen mathematisch -philosophisch er Art der rechte 
Mann, denn seine Leistungen auf dem Gebiete der Philosophie stehen 
den mathematischen nicht nach: Eant nennt ihn mit der gröfsten 
Ächtung, und Lamberts Untersuchungen über Logik werden noch 
heute geschätzt. 

In dem zweiten Abschnitte (§ 12 — 26) finden wir verschiedene 
Ansätze zu einem Beweise des Parallelenaxioms, bei deren Durchführang 
jedoch immer ein Rest bleibt. C. F. Hindenburg (1741—1808) hat 
daher im Leipziger Magazin (Jahrgang 1786, S, 361) beim Erscheinen 
der Lambertschen Abhandlung zu § 21 sehr richtig bemerkt: 

„Was behauptet wird, der Beweis von Euklid's Grundsatze lasse 
sich leicht so weit treiben, dafs das, was daran noch etwa zurück bleibt, 
nicht nur augenscheinlich richtig ist, sondern auch allen Anschein 
hat, dafs es nachgeholt, und der Beweis dadurch ergänzt werden 
könne; habe ich, aus vielfältiger Erfahrung, etwas anders befunden, 
nehmlich: Das, was etwa noch zu erweisen übrig ist, scheint anfangs 
eine Kleinigkeit zu seyn; aber diese anscheinende Kleinigkeit, soll 
sie nach aller Strenge berichtigt werden, ist, wenn man genauer nach- 
sieht, immer die Hauptsache selbst; gewöhnlich setzt sie den Satz, 
oder einen ihm gleichgültigen, voraus, den man eben erweisen soll." 

Übrigens ist jener Rest bei Lamberts Beweisversuchen im 
Grunde das Axiom Boljais: Durcli drei Punkte der Ebene kann 
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stets ein Kreis gelegt werden, das, sobald die gerade Linie eine 
unendliclie Länge hat, mit der Euklidischen Forderung gleich- 
bedeutend ist. Ähnlich verhält es sich mit dem Beweisver suche, den 
Lambert am Schlüsse des dritten Abschnittes (§ 88) mitteilt, und 
deaaen Unzulänglichkeit Hindeuburg ebenfalla erkaant hatte. Wir 
vermuten, dafs auch Lambert die Schwäche dieses Beweises nicht 
entgangen ist, und sehen hierin mit Hindenburg den Grund, der ihn 
bewogen hat, „die Bekanntmachung seiner Theorie aufzuschieben". 

Wir kommen nunmehr zu dem dritten und wichtigsten Ab- 
schnitte (§ 27 — 88), in dem Lambert seine eigentliche Theorie 
der Parallellinien entwickelt. 

Während Saccheri von einem Vierecke ABDO ausgeht, das in 
A und B rechte Winkel hat und bei dem die Seiten AC und SD 
einander gleich sind, geht Lambert von einem Viereck ÄBDC aus, 
das in A, B und C rechte Winkel hat, also mit andern Worten, von 
einem der beiden Vierecke, die man erhält, wenn man in dem Sac- 
cherischen Viereck die Mitten der beiden Seiten AB und CD mit 
einander verbindet. Er ist nun, ebenso wie Saccheri, genötigt, je- 
nachdem der Winkel BDC ein rechter, stumpfer oder spitzer ist, drei 
Hypothesen zu unterscheiden und bezeichnet diese Hypothesen der 
Keihe nach als erste, zweite und dritte Hypothese. 

Lamberts Darstellung zeigt gegenüber der Saecheris wesent- 
liche Vorzüge. Die drei Hypothesen werden getrennt von einander 
behandelt, und die Untersuchung der Hypothese des stumpfen Winkels 
ist wenigstens zum Teil unabhängig von dem Satze über den 
Aufaenwinkel (Euklid L 16), der ja bei dieser Hypothese nicht 
mehr giltig ist. Lambert hatte auch erkannt, dafs in der Annahme, 
CD ändere sich stetig mit AC, eine neue Voraussetzung steckt, die 
den Euklidischen Grundsätzen fremd ist; er zeigt daher ausdrücklich, 
dafs die Beweise auch ohne diese Vorausaetzung durchgeführt werden 
können, ebenso gieht er für Punkte, von denen Saccheri imr die 
Existenz auf Grund des Axioms der Stetigkeit erschlossen hatte, 
eine wirkliche Konstruktion an (§ 57). Besonders erwähnt zu 
werden verdient noch, dafe Lambert von dem Verfahren der Um- 
leguug ausgiebigen Gebrauch macht, während Saccheri dieses Ver- 
fahren möglichst vermeidet (vergleiche S. 55). 

Ferner hat Lambert die beiden Hypothesen des spitzen und 
des stumpfen Winkels noch weiter verfolgt als Saccheri und ins- 
besondere das Verhalten von zwei sich nicht schneidenden Geraden 
genauer untersucht. Aus dem Aufhören der Ähnlichkeit erschliefst er, 
dafs, wenn eine vou jenen beiden Hypothesen stattlande, ein absolutes 
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Maafs der Länge vorhanden wäre. Dagegen spricht er den wiehtifeu 
Satz Saccheris, dafs jede der drei Hypothesen aligemein giltig ist, 
sobald sie nur in einem Falle gut, nur für seine erste Hypothese (§ 42 
und 51) ausdrücklich aus; auch die L ob atschefskij sehen Grenz- 
geraden, die uns schon bei Saccheri begegnet sind, kommen bei ihm 
nicht vor. 

Endlich finden sich bei Lambert sehr bemerkenswerte Betrach- 
tungen über den Flächeninhalt des Dreiecks. Er erkennt, dafs 
dieser Flächeninhalt bei der zweiten und dritten Hypothese der Ab- 
weichung der Winkelsumme des Dreiecks von zwei Rechten propor- 
tional ist. Dies veranlafst ihn in § 82 zu folgender Bemerkung: 

„Hierbey seheint mir merkwürdig zu seyn, dafs die zwote 
Hypothese statt hat, wenn man statt ebener Triangel sphä- 
rische nimmt, weil bei diesen sowohl die Summe der Winkel 
gröfser als 180 Gr. als auch der Überschnfs dem Flachen- 
raume des Triangels proportional ist. Noch merkwürdiger 
scheint es, dafs, was ich hier von den sphärischen Triangeln 
sage, sieh ohne Rücksicht auf die Schwierigkeit der Paraliel- 
linien erweisen lasse, und keinen andern Grundsatz voraus- 
setzt, als dafs jede durch den Mittelpunkt der Kugel gehende 
ebene Fläche die Kugel in zween gleiche Theile tbeile. Ich 
sollte daraus fast den Schlufs machen, die dritte Hypothese 
komme bey einer imaginären Kugelfläche vor. Wenigstens 
mufs immer etwas seyn, warum sie sich bey ebenen Flächen 
lange nicht so leicht ums tofsen Iäfst,als es sich bey der zwoten 
thun Hefs." 

Lambert hatte also erkannt, dafs die zweite Hypothese auf 
der Kugel verwirklicht ist. Dieser Gedanke, die Geometrie auf der 
Ebene mit der Geometrie auf der Kugel zu vergleichen, ist für die 
neueren Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie von ent^ 
scheidender Bedeutung geworden; es genüge hier an Riemanns Habi- 
litaiions Vorlesung von 1854 zu erinnern. 

Aber Lambert ist weiter gegangen, indem er die für die da- 
malige Zeit aufserordentlich kühne Vermutung aussprach, dafs für die 
dritte Hypothese eine imaginäre Kugelfläche dasselbe leiste; 
diese Vermutung war, wie wir jetzt wissen, durchaus richtig. Über- 
haupt war Lambert ein wunderbarer prophetischer Blick eigen. Gab 
er doch 1767 den ersten Beweis für die Irrationalität der Zahl b 
und behauptete gleichzeitig die Transcendenz dieser Zahl, die zu 
beweisen erst mehr als hundert Jahre später gelungen ist. 

D;ifs Lambert das Imaginäre heranKieht, kann nicht über- 
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raschen, denn auch sonst hatte er, seinen Zeitgenossen vorauseilend, 
keine Scheu Tor dem Imaginären. Bezeichnend für ihn ist die 
ÄufseruEg: „Das Zeichen l/— 1 stellt ein nicht gedenkbarea 
Unding dar, und doch kann es Lehrsätze zu finden gut ge- 
braucht werden"". Sie findet sich in einem Briefe an Kant aus 
dem Jahre 1770 (Briefwechsel, Teil I S. 365). 

Da Lambert die imaginäre Kugel im Zusammenhange mit 
dem Flächeninhalte des Dreiecks nennt, so scheint es nicht aus- 
geschlossen, dufs er in der Formel: 

r^ (^ + J5 + - jt) 
für den Flächeninhalt eines sphärischen Dreiecks mit den Winkeln A, 
B, C auf einer Kugel vom Halbmesser r an die Stelle von »■: 

gesetzt hat, denn so mufste er den Ausdruck: 
r^{a — A — B— C) 
erhalten, der ihm zeigte, dafs auf der imaginären Kugel der 
Flächeninhalt des Dreiecks ebenfalls der Abweichung von 
zwei Rechten proportional ist, und dafs die Winkelsumme 
J.+J5+C nicht gröfser als zwei Rechte ausfällt, genau ebenso, 
wie es die dritte Hypothese mit sieh bringt. 

Lobatschefskij hat 1837 seine Geometrie, die der dritten Hypo- 
these Lamberts entspricht, Geometrie imaginaire genannt, weil 
ihre trigonometrischen Formeln aus denen für das sphärische Dreieck 
hervorgehen, wenn man die Seiten als imaginär ansieht, oder, was 
dasselbe ist, wie Wolfgang Bolyai 1851 hervorgehoben hat, wenn 
man den Halbmesser der Kugel imaginär setzt. 

Gaufs sagt in einem Briefe an Schumacher vom 12. Juli 1831, 
in der nichteuklidischen Geometrie gelte für den Umfang eines Kreises 
vom Halbmesser q der Ausdruck: 

nr\e'' — e '' ) , 
in dem *■ eine Konstante bedeutet. Das ist aber nichts andres als 
der elementare Ausdruck für den Umfang eines Kreises vom Halb- 
messer p auf einer Kugel vom Halbmesser r, nachdem man ]/ — 1 ■ r 
an die Stelle von r gesetzt hat. 

Hat Lambert auch von diesen Zusammenhängen etwas geahnt? 
Merkwürdig ist jedenfall.s der Umstand, dafs grade er sich mit 
den Werten der trigonometrischen Funktionen für ein rein 
imaginäres Argument eingehend beschäftigt hat, und zwar 
zu einer Zeit, die der Abfassung seiner Parallelentheorie 
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unmittelbar folgt. Im September 17(56 hatte er diese Abhandlung 
aufgesetzt, im September 1767 (Briefwechsel, Teil I, S. 254) las er 
in der Berliner Akademie seine Abhandlung: Sur quelques pro- 
prietes remarquables des quantites traiisccndantes circu- 
laires et logarithmiques, und er setzte diese Untersuchungen später 
in den Observations trigonomötriques fort. 

In der ersten dieser beiden Abhandlungen zeigt Lambert, d^fs 
die Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen einen 
reellen Sinn behalten, wenn die Argumente rein imaginär werdei]. 
An Stelle des Kreises tritt dann die gleichseitige Hyperbel, und 
man gelangt so zu einer „hyperbolischen Trigonometrie". Aller- 
dings führte Lambert hier nur einen Gedanken aus, den bereits Vin- 
centio Riccati und Daviet de Fonccnex zu entwickeln begonnen 
hatten. In der zweiten Abhandlung werden die hyperbolische» 
Funktionen benutzt zur Losung von Aufgaben aus der sphärischen 
Astronomie; sie dienen dazu, die Formeln zu vereinfachen und für 
die Itechnung mit Logarithmen geschickter zu machen. Freilich hat 
Lambert — wie wir ausdrücklich hervorheben wollen — in keiner 
der beiden Abhandlungen bei Formeln der sphärischen Trigonometrie 
den Halbmesser imaginär gesetzt, aber die Thatsache, dafs diese For- 
meln auch bei einer solchen Annahme einen reellen Sinn belmltcji, 
würde für ihn sicher nichts Überraschendes gehabt haben. 

Als Lamberts Theorie der Parallellinien im Jahre 1786 ver- 
öffentlicht wurde, war das Interesse für diesen Gegenstaird in Dcutsih- 
land und Frankreich bereits sehr lebhaft. Etwa i^eit 1781 beginitt 
die Zahl der Veröffentlichungen ober Parallelentheorie beständig zu- 
zunehmen, und das Jahr 1786 weist in unserm Verzeichnis nicht 
woniger als sieben solcher Schriften auf; wenn auch die späteren Jahre 
meistens kleinere Zahlen aufweisen, so ist doch während des nächsteji 
halben Jahrhunderts kaum ein Jalir vergangen, in dem rücht wenig- 
stens ein neuer Beweisversuch zum Vorschein kam. Lamberts Ab- 
handlung, das Bedeutendste, was, neben Saccheris Euclides 
ab omni naevo vindicatus, auf dem Gebiete der Parallelen- 
theorie bis zu den Arbeiten von Lobatschefskij und Bolyai 
veröffentlicht worden ist, hat freihch auf diese Bemühungen 
keinen Einflufs gehabt; sie wird zwar in den Litte ratuiwerzeichnisseu 
wiederholt aufgeführt, ein genaueres Eingehen auf ihren Inhalt haben 
wir jedoch nur selten, eine WeiterfOhrung von Lamberts Ideen über- 
haupt nicht angetroffen. 

Zunächst kommt hier ■■iiie Ahliaiidlntig <■. J''. Hindeubnrgs \u 



y Google 



148 Einieifcung Kii'Laniberts 

Betracbt, die sich in dem Magazin für Mathematik unmittelbar 
an Lamberts Parallelentheorie anschliefst; wir haben sie schon auf 
S. 143 ausreichend erwähnt. Dann hat C. F. A. Jacobi in seiner 
Dissertation vom Jahre 1824, die wir in der Einleitung zu Saccheri 
anführten, auf die Ähnlichkeit der Betrachtungen dieser beiden Forscher 
hintfewiesen. Endlich verdient noch Erwähnung, dafs Bessel in einem 
Briefe an Gaufs vom 10. Februar 1829 sich auf Lambert beruft: 
Durch das, was Lambert gesagt hat und was Schweikard 
mündlich äufserte, ist mir klar geworden, dafs unsere Geo- 
metrie unvollständig ist und eine Korrektion erhalten sollte, 
welche hypothetisch ist, und wenn die Summe der Winkel 
des ebenen Dreiecks = 180*' ist, verschwindet. Das wäre 
die wahre Geometrie, die Euklidische aber die praktische, 
wenigstens für die Figuren auf der Erde." 

In der späteren Zeit ist Lamberts Abhandlung günzlich in Ver- 
gessenheit geraten*). 

Wir wollen jetzt noch ein paar Worte sagen über uuscrn Neu- 
druck vou Lamberts Theorie der "Parallellinien. 

Als Lambert am 25. September 1777 gestorben war, unter- 
suchte sein Landsmann Johann Georg Sulzer, der bekannte Ästhe- 
tiker, die hinter] assenen zahlreichen Handschriften und fand so viel 
Wichtiges, dafs er der Berliner Akademie den Ankauf anriet, der 
auch gegen eine beträchtliche Summe, die den Erben ausgezahlt 
wurde, zu Stande kam. Die Akademie überliefs den Nachlafs Lam- 
berts „unter annehmlichen Bedingungen" einem ihrer Mitglieder, dem 
damaligen Direktor der Königlichen Sternwarte zu Berlin, Johann 
Bernoulli (174^—1807), „damit er einen für das gelehrte Pubhkum 
nützlichen Gebrauch davon machen sollte", ^o erzählt uns Bernoulli 
in einer „Nachricht an die Gelehrten, von Johann Heinrich 
Lamberts hinterlassenen Schriften", die er 1781 in dem Leip- 
ziger Magazin für Naturkunde, Mathematik nnd Ökonomie 
(S. 291 — 292) veröffentlichte; auf diese Quelle sind wir angewiesen, 
da die Akten der Berliner Akademie nichts auf die Angelegenheit 
Bezügliches enthalten. 

Li dieser „Nachricht" teilt Bernoulli weiter mit, dafs er den 
Nachlafs Lamberts geordnet habe, und zeigt an, „zu welchen Schriften 
er den Gelehrten Hoffnung machen könne". Es sind dies: 



*) Die Schrift: Theorie des paralleles par Lambert, Tours 1859 ist 
nichtetwaeiiieÜberaet^iiiig von Job. Heinr. Lamberts Theorie derParallel- 
linien, sondern hat einen Colone! du genie Cesar Lambert zum Verfasser. 
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1) „ein Morjatsbuch 0(!er eine Art Tagebuch, in welchem 
Lambert von 1752 an bia zu seinem Ende von Monat zu Mouat 
kurz auf'zuzeiclmen pflegte, mit welchen gelehrten Arbeiten und Unter- 
suchungen er sich den ganzen Monat hindurch beschäftigt hatte. 
Wird sehr merkwürdig und lehrreich befunden werden," 

2) „Lamberts Briefwechsel mit unzähligen, zum Theil sehr 
berühmten Gelehrten: Philosophen, Mathematiker, Physiker, Astro- 
nomen, Litteratoren u. s. w. Wird etliche Bände betragen." 

3) „Materialien zu ein Paar Bänden philosophischer und 
philologischer Abhandlungen." 

4) „Vermischte Abhandlungen zu den mathematischen und 
physikalischen Wissenschaften gehörig, die etwa zwey Baude 
ausmachen werden und als eine Fortsetzung der bekannten in drei 
Theilen erschienenen Beytriige anzusehen sind." 

BernouUi eröffnete nun eine Subskription auf Lamberts Hintcr- 
iassene Schriften, aber leider fand, wie er 1783 klagt, „das Unter- 
nehmen wenige Beförderer". So sind denn „nach manchen üb er- 
standenen Hindernissen" nur die logischen und philosophischen 
Abhandlungen in zwei Bänden (Berlin 1781 und 1789) und der 
Deutsche gelehrte Briefwechsel in fünf Bänden (Berlin 1781 
Ijis 1787) erschienen. 

Die mathematischen und physikalischen Abhandlungen 
waren uns wohl verloren gegangen, wenn nicht Bemoulli zusammen 
mit C. F. Hindeuburg eine Zeitschrift rein mathematischen Inhalts 
ins Leben gerufen hatte, wohl die erste ihrer Art, das Magazin 
für die reine und angewandte Mathematik, von dem das erste 
Stück im Dezember 1785 herauskam. Freilich erreichte diese Zeit- 
schrift nur den dritten Jahrgang, und auch ein erneuter Versuch 
Hindenburgs hatte keinen dauernden Erfolg; sein Archiv für 
reine und angewandte Mathematik hat es von 179Ö bis 1801 
nur auf elf Hefte gebracht. In diesen beiden Zeitschriften wurde 
eine Reihe von Abhandlungen aus dem Nachlasse Lamberts abge- 
druckt, „indem Zeit und Umstände Herrn Bemoulli sonst noch 
lange hindern würden, alles das, wie anfangs beschlossen 
war, in einem eigenen Bande gesammelt herauszugeben." 

Die erste dieser Abhandlungen ist die Theorie der Parallel- 
linieu, die man in dem zweiten Stücke des Magazins für 1786, 
S. 137 — 164 und in dem dritten Stücke S. 325 — 358 findet. Im 
Folgenden geben wir einen getreuen Wiederabdruck dieser Abhand- 
hing; nur einige unbedeutende Druckfehler habeji wir verbessert. 
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Die Fjgiircu, die im Original zwei Tafeln füllen, sind in den Texb 
anfgenommeu worden. 

Gern hätten wir unsorni Neudruck die Urschrift Lamberts zw 
(Jrunde gelegt, und da wir überdies vermuteten, dafa der nicht ver- 
öffentlichte Teil des Nachlasses, insbesondere das Tagebuch, Be- 
merkungen über die Parallelentheorie enthalten könnte, haben wir 
uns bemüht, Genaueres über den Verbleib von Lamberts Nacblafs 
zu ermitteln. 

Solche Nachforschungen hatte bereits 1847 lUdolf Wolf für 
sei]io Lebensbeschreibungen von Lambert und Daniel Bernoulli 
augestellt; ea lag ihm daran, den wichtigen Briefwechsel dieser beiden 
Gelehrten ausfindig zu machen, der nach einer Ankündigung Ber- 
nouUis in dem ersten Bande des Französischen Briefwechsels 
hatte erseheinen sollen. Rudolf Wolf fand zwar auf der Berliner 
Sternwarte einige Handschriften Lamberts, aber sie „sind durchaus 
von miter geordnetem Werte und geben nicht den geringsten Auf- 
sclilufs über das Schicksal der Übrigen Manuskripte"; gegenwärtig 
sind übrigens Handschriften Lamberts dort nicht mehr vorhanden, 
und dasselbe gilt von dem Archive der Königlichen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin. 

Auch die Königliche Bibliothek in Berlin besitzt nur drei un- 
wichtige Briefe Lamberts an Formey. Ebensowenig hat sich Lam- 
berts Nacblafs in Johann Bernoullis Familie vererbt. Der einzige 
noch lebende Enkel, Herr Paul Bernoulli in Berlin, ist so freund- 
lich gewesen, uns mitzuteilen, dafs ihm Briefschaften aus dem Nach- 
lasse seines Grofsvaters überhaupt nicht überkommen sind, und dafs 
iu den Papieren, die er besitzt, nichts auf Lambert Bezügliches zu 
finden gewesen ist. 

Eine Möglichkeit ist allerdings noch vorhanden: Durch einen 
glücklichen Zufall ist es Rudolf Wolf gelungen festzustellen, dafs 
Bernoulli in den Jahren 1793 und 1799 Teile des „grofsartigen 
Briefwechsels seiner Familie" au die Grofsherzoglich Sächsische 
Bibliothek in Gotha verkauft hat, wo sie sich noch gegenwärtig 
befinden. Hat vielleicht Lamberts Nachlafs ein ähnliches 
Schicksal gehabt? Oder ist er 1807, als das Haus Bernoullis 
in Köpenick bei Berlin abbrannte, mit verbrannt? 
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Job. Heinr. Lambert*). 

1) Vorläufige Betraclituiigen. 

§. 1- 
Gegenwärtige Abhandlung betrift eine Schwierigkeit, die in den 
ersten Anfängen der Geometrie vorkömmt, und schon seit Etiklid's 
Zeiten denjenigen anstossig gewesen, welche die Lehren dieser Wissen- 
schaft nicht blofs andern nachglauben, sondern aus Gründen davon 
überzeugt seyn, und diejenige Schärfe, die sie in den meisten Beweisen 
fanden, nirgends missen wollten. 

Diese Schwierigkeit fällt Jedem, der EuUiä's Elemente lieset 
gleich anfangs in die Augen, weil sie sieh nicht erst unter den Lehr- 
sätzen, sondern selbst unter den Grundsätzen findet, die EiMid dem 
ersten Buche vorsetzt. Von diesen Grundsätzen nimmt der Ute als 
J8 etwas fdi- sich Klai'es und keines Beweises bedürftiges j an, 

dafs, wenn swo Lmim CD, BD (Fig. I.) von einer drittm BC 
^ durchschnitten werden, 

''^^^^^:^:^~~^^ ^„...'-'''''"'^ *™'^ ^'^ ieyden- innem 

o ^^S^k^- -"' Wmkel DGB, DBG 



jf.,::^ zl_i__A ^""^ ' -- ^ Meiner als sween, rcdite 

j,. j " Wirüid sind, die heyden 

lAnien GD, BD gegen 
D, oder auf dar Seite, wo diese Winkel sind, suscummen laufen. 



Dieser Grundsatz ist unstreitig lange nicht so klar und einleuch- 
tend als die übrigen; und der Eindmck, den er natürlicher Weise 



*) Aufgeäetxt im Septemb. 17(5(5. 
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macht, ist, dafa mau nicht nur einen Beweis davon vorlanj^t, sondern 
gewissermaasen empfindet, dafs er eines Beweises fällig sey, oder dafs 
es einen Beweis davon geben müsse. 

Dieses ist, soviel ich mir die Sache vorstelle, der erste Eindruck. 
Liesct man aber im Euklid weiter fort: so mufs man nicht nur die 
Sorgfalt und Schärfe seiner Beweise, und eine gewisse edle Einfalt in 
seinem Vortrage bewundem; sondern man wird über seinen Uten Grund- 
satz noch um desto mehr stutzig, wenn man sieht, dafs EiiUtd Sätze 
beweist, die man viel leichter wdrde ohne Beweis zugegeben haben. 

Man giebt zwar vor, Euklid habe dieses gethan, um seine Lehren 
auch gegen die spitzfindigsten Einwurfe der damaligen Sophisten in 
Sicherheit zu setzen*). Allein wenn dieses ist: so gestehe ich, dafs 
ich mir von diesen Sophisten Iseinen Begriff machen kann, wenn Euldid 
voraussetzen konnte, dafs sie ihm seinen Uten Grundaatz wurden 
nnangefochten gelten lassen, weil mit demselben der gröfste Theii der 
geometrischen Lehrsätze wegfällt. Man sollte vielmehr gedenken, dafs 
Euklid und die Sophisten, wenn je diese zu Etiklid's Zeiten nichts 
eingewandt haben, andre Maximen zur Beurtheilung der Grundsätze 
und des Vortrags der geometrischen Beweise mfissen gehabt haben, 
als verschiedene von denen, die in den folgenden Zeiten iSber diese 
Sache gedacht, oder Schwierigkeiten wider die efcwan | von andern 13 
versuchten Beweise gemacht haben. 

Von diesen Schwierigkeiten oder Einwendungen sind mir solche 
vorgekommen, wobey ordentlich vorausgesetzt werden mufs, dafs man, 
um den Euklidischen Grundsatz zu beweisen, oder i^berhaupt die Geo- 
metrie festzusetzen, weder sehen noch sich von der SaiJie selbbi eine 
Vorstellung machen dürfe. Es ist unstreitig, dafs man bey einer solchen 
Foderung den 12ten Euklidischen Grundsatz, dafs sivo gerade Linien 
Jccinen Baimi schliessen, ebenfalls wird anfechten können. 

§.3. 

Es ist aber auch eben so unstreitig, dafs die Sophisten zu EuJcU^s 
Zeiten minder strenge gewesen seyn, und die Vorstellung der Sa£he 
mflfsteu zugegeben haben. Mit dieser Voraussetzung aber ISXst sich 



*) [Lanibert denkt wohl m folgende Auf&enmg ycn Clanmit {Ekmt»t ie 
Geomeliie 1741 S X) Diesei (.ecmeter mnsste die hirtnaclugeii &oph aten libei 
zeugen die ihren Euhm dann suchten die äugen« cheinln-hsten Wahrheiten an 
zugreiten De halb mub^te die Geometrie damals ebenso wie die Logik um 
Böswilligen den Mund zu stopien zum achulgerechten Schlussverfahren gleiten 
Die &aehe hat s <Jh abei geindeit Weitläufige Auaemandertetaungen über Din„e 
bei denen von ^ornlerem der gesunde Men h^nverstand entscheidet sind d irch 
aus uVeillu'<6ig und dienen nur dazu die Wahrheit /u verlunteln und die Leser 
abzusehreeken ] 
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EuUiä's Vortrag, wenigstens in Ermangelung eines andern und min- 
dern Schwierigkeiten unterworfenen, ganz ordentlich rechtfertigen. 

Man kann nämlich den l Iten Grundsatz aufgesehohen seyn lassen, his 
jnan zu der Pr(^. XXIX des ersten Buchs kommt. Inzwischen lernt 
iQau ganz gewifs die Sache selbst, wovon in dem Grundsatze die Rede 
ist, Jcmnm, und das, was an dem Grundsatze und dessen Vorstellung 
zu mangeln seheint, anch wenn man es nicht mit Worten ausdrucken 
kann, noch hinzudenken. In den beyden nächst vorhergehenden Pr(^. 
XXVII und XX VIII lernt man, dafa, wenn die Winkel 
FCB + CBD = 180 Gr. 

oder die Winkel FOB = CBÄ sind, die Linien AB, CF weder gegeu 

F noch gegen G zu- 
'■~ ■ .--.^^,_^^ ^"'^ sammen laufen. Man 

f; .T^;;J^<^. /.■ lernt dadurch, dafs die 

^^„^■"""'^ / \^~"^"^"^~^<; • - - 34ste Definition*) nicht 

^^^^ /_ _\ ^''''-~^ ' - -.. ein Unding oder leeres 

'' " " " Hirn ge spinn st angiebt; 

'^' sondern dafa nichtzu- 

sammenlaufende gerade Linien im Eeiche der Wahrheit wirklich vor- 
kommen. Demi his dahin blieh diese Definition ausgestellt; und bis 
dahin konnte man auch den Grundsatz ausgestellt seyu lassen, weil 
derselbe doch mit den Pai-allellinien in enger Verbindung stehet, und 
140 so zu reden | zwischen Parallellinien und zusammenlaufenden Linien 
die Grenze bezeichnet. 

Was man sich nun, um eich von der Richtigkeit und GecleiiJcbarIceit 
des Grundsatzes zu versichern, noch ferner vorstellt, kSmmt meines 
Erachtens darauf an: Man stellt sich OF, AB nach der Prop. XXVII 
oder XXVIII als nichtzus ammenlaufend vor, und gedenkt sich eine 
jede durch den Winkel BCF gezogene gerade Linie CD: und so weifs 
man, dafs, so klein auch der Winkel BCF seyn mag, nothwendig 

DBC-^BCD<180 Gr. 
ist, und demnach der Bedingung des Grundsatzes Genüge geschieht. 
Soll man sich nun die Folge, dafs CD, BD zusammen laufen, eben- 
falls vorstellen: so wird allerdings erfordert, dafs man sich die Linien 
CF, CD, AD als gerade Linien vorstelle. Durch diese Vorstellung 
erhält man, dafs CD verlängert, sich nicht nur von CF immer weiter 
entfernt, sondern auch sich gegen AD dergestalt nähert, dafs sie die- 
selbe nothwendig in irgend einer Entfernung BD durchschneiden mu&. 

*) [In der Ausgabe von Huibcrg ist es die üastü.] 
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Wer hiebey den Einwurf macht, CD könnte sich vielleicht gegen 
AD auf eine asymptotische Art nähern, wie z. E. die Hyperbel und 
andre asymptotische krumme Linien, der ändert meines Erachtens 
das, was man in der Vemunftlehre statum quaesUonis heifst, oder er 
weicht davon ab, dafs bey EuUiden nicht von Beweisen, sondern von 
der VorsieUung und der Gedenlibarkeit der Sache die Rede ist; weil 
man es Eukliden ganz sicher zutrauen kann, dafs er sonst seinen Satz 
nicht; wfirde unter die Grundsatse gezählt oder gesetzt haben. Kömmt 
es aber auf die Vorstelluiig der Sache an: so sehe ich nicht, wie sich 
bey der Vorstellung gerader Linien Einwurfe von Hyperbeln hernehmen 
lassen, weil man auf eine ganz gleiche Art wiWe anstehen können, 
ob zwo gerade Linien nicht dergestalt könnten aneinander gelegt 
werden, dafs sie einen Raum cinscbliefsen ; weil es doch mit zween 
gleich [ grossen Cirkelbogen, wenn man ihre Hölung gegen einander 141 
kelirt, angeht. 

Ich führe dieses nur au, um zu zeigen, tlafs sich mit Voraus- 
setzung von der wirklichen Vorstellung der Sache, und woiui mau 
nicht schlechthin nur Worte fordert, Eidiliä's Verfahren rechtfertigen 
lasse; um so mehr, da sein Vortrag, so viel mir bekannt ist, noch 
bis dermalen weniger Schwierigkeiten hat, als sich bey allen seit 
Eiildid's Zeiten angestellten Versuchen, die Sache anders vorzutragen, 
gefunden haben. Man kann hierüber eine kurze und sehr bündig ge- 
schi'iebene akademische Dissertation von Hrn. Kliigel nachlesen, worin 
die in solchen Versuchen zurücke gebliebenen Mängel und öfters mit 
untergelaufene logische Cirkel, Lücken, Sprünge, Faralogismen, 
unrichtig gebrauchte und gratis angenommene Defiuitioncn mid Grund- 
sätze mit vielem Scharfsinn und vieler Mal'sigung angezeigt werden. 

§. 4. 
ungeachtet, wie es auch in dieser Dissertation erzählt wiril, in 
gegenwärtigem Jahrhundert verschiedene solcher gewagten Versuche 
im Drucke herausgekommen: so ist doch gar kein Zweifel, dafs es, 
besonders in Deutschland, nicht viel mehrere sollte gegeben haben, 
wenn Wolf, welcher in einem Zeitraum von 40 und mehr Jahren, in 
Absicht auf die herausgekommenen geometrischen Schriften, Ihix 
gregis war, und es allerdings aus vielen guten Gründen zu seyn ver- 
diente; wenn Wolf, sage ich, vorbemeldte Schwierigkeit, theils besser 
empfimden, vornehmlich aber in seinen Anfangsgri\nden mehr rüge 
gemacht hätte. Letzteres hätte aus leicht begreiflichen Gründen eine 
Menge Schriften darüber zum Vorschein gebracht. Ersteres würde. 
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9u viel ich mir die Sache vorstelle, selbst auf Wolfens Weltweiaheit 
einen sehr merkliclieii EinÜurs gehabt haben. 

Es liegt nicht an dem, dafs Wolf nicht ganz ordentlich wut'ste, 
dafs wülli'm-lich siisammmgesetsite Begriffe müssen erwiesen werden. Er 

14-2 schärft es in seinen beyden | Vemunftl ehren, und selbst auch in seinen 
Vorberichten von der mathematischen Methode, ein, und erläutert es 
ilurcli Beyspiele aus der Geometrie. Ich folgere aber daraus, Wolf 
müsse seine Definition von den Parallellinien nicht als einen willhiir- 
Jicli sasammengebet::tcn Begriff angesehen haben, weil ich ihm zutraue, 
er wdrde sonst auf einen Beweis ihrer Möglichkeit gedacht, oder 
wenigstens erinnert haben, dafs noch etwas zurück bleibe; oder er 
hätte Muldid's Verfahren beybehalten, und so wäre die Schwierigkeit 
wie bey Eukliden m die Augen gefallen. 

untersuche ich aber, wamm Wolf, ohne an etwas Willkürliches 
zn denken, sich begnigt hibe tlie Paiallellinieii acquidistantes zu 
nennen: so mufs ch vorius'setzen fr habe diesen Begiiff nach seiner 
andern Methode Be^iiffe zu knien las will sagen luichs 4])stralUren 
atis eiueelnen Beysjnelcn gefunden Von solchen Begriffen und Defini- 
tionen sagt er, dais se kenes feinem Beweises bedlifcn Ich gebe 
es zu. Aber im Votbaje muls man aolam illei linj,s an,h gegen 
die Leser die Billigkeit haben dafs man ihnen vorzeige wie man den 
Begriff ahstrahirt habe 'lon t k nnen sich die Leser Iis Recht au- 
massen, zu vermuthe e machte ein Vttmm suheplionti vorgegangen 
oder mit untergelaufen &e}n Denn Begriffe die man aus Beyspieleu 
ahstrahirt, sind in soferne illemil uch a postetto)) unl n an kann 
sie nur alsdann ä priori ansehen, wenn sie, nachdem man sie gefunden, 
für sich gedenkbar, das will sagen, einfach sind. Widrigenfalls mufs 
man die Beyapiele den Lesern vorweisen, und von allen Behutsam- 
keiten bey dem Äbatrahiren Rechnung geben, wenn man allen Ver- 
dacht eines Vitii subreptionis von sich ablehnen will. 

Bulßnger*') empfand die Nothwendigkeit dieses Verfahrens sehr 
wohl, und war eben dadurch besser als Wolf selbst im Stande, die 
wider die Wolfische Weltweisheit erregten Schwierigkeiten merklich 

143 zu ' vermindern. Es wäre aber zu wünschen gewesen, dafs Wolf 
selbst in den "Hauptstücken seiner beyden Vemunftl ehren, wo er theils 
vom Definiren, theils vom schriftlichen Vortrage dogmatischer Sätze 
handelt, die Nothwendigkeit und die Art ausfuhrlieh und mit allem 
Nachdrucke gezeigt hätte, wie man den Verdacht des Vitii siihreptionis 

*) [Geoi^ Bernhard Bi7^»(/er (1693— 1740), Bihtcülationes philosophicae, 1735. 
Vergleicne: Zeller, Geschichte der cleutaclien Philosophie seit Leibniz, München 
1875, S. 231.1 
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bey Definitionen, die durchs Abstraliireu gefunden worden, im Vortrage 
derselben von sich ablehnen mösse. 

§. 5. 

Dieses wäre nun bey der Definition der Parallellinieu sclilechthin 
nicht angegangen. Denn so viel man sich auch solche vorzeichnen 
will: so bleiben doch zwo merkliche TJn Vollständigkeiten zurück. 
Einmal fehlt bey dem Verzeichnen die geometrische Schärfe. SoiJann 
ist es schlechthin unmöglich, sie beyderaeits ins Unendliche fortzu- 
ziehen. Und so reicht man ä postmori und mit dem Abstrahiren 
nicht aus; und die Definition, oder besser zu sagen, die Möglichkeit 
der Sache mufs aus andern und einfachem Gfrdnden erwiesen werden, 
die für sich gedenkbar sind. 

Wolf hat unstreitig diese Betrachtungen nicht gemacht. Man 
findet auch bey ihm solche Spuren, woraus sich nicht undeutlich 
schliefsen läfst, dafs er den Definitionen zu viel eingeräumt, und aus 
dem Grunde, dafs er sie der Sache gemäfs einrichten wollte, die 
Schwierigkeiten, die in der Sache sind, in die Definitionen gebracht 
habe*). Dafs sie darin mehrentheila versteckter waren, als sonst in 
der Sache selbst, konnte man, in Absicht auf die Parallcllinien, wenig- 
stens daraus schliefsen, dafs in solchen Zeiten, wo eine allgemeine 
Demonstri raucht die herrschendste Mode war, mehr Wesens wäre daraus 
gemacht worden, wenn Wolf in seinen Anfangsgründen der Mefskunst 
den Euklidischen Vortrag beybehalten hätte. 



Ich sagte erst, Wolf habe den Definitionen zu viel eingeräumt. 
Dieses ist nun vielmehr in der That selbst, als mit ausdräcklichen 
Worten geschehen; und es wurde bey vielen unvermerkt Mode, dafs 
sie von einer Sacke gar keinen Begriff m liäbm glaubten, daferti nicht 
der Name derselben deßnirt wurde. Selbst allen Grundsätzen mufsten 
Definitionen vorgehen, ohne welche aie nicht sollten können verstanden 
werden. Dabey war es nun kein Wunder, wenn der Satz, dafs eine 
jede Definition, ehe sie bewiesen ist, eine leere Hypothese sey; wenn dieser 
Satz, den EukÜä ao genau wufste und so durchgängig beobachtete 
darüber, wo nicht verloren gieng, doch sehr vergessen wurde. 

Ich merke dieses hier um so mehr an, weil es in Absicht auf 
den Vortrag der philosophischen Wissenschaften sehr nachtheilige 

*) [In einem Briefe Lamberts aa Kant (Februar 1766) heiast ea: „Wolf nalim 
Nom.inaldefl.iutioneii gleicliaain gratis an und schob oder verateckte, ohne es eil 
merken, alle Schwierigkeiten in dieselben" (Lamberts Briefwechsel, Teill. S. 347.)J 
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l^'olgen hatte; ingleichem, weil es ehen das ist, woriii Wolf, als er 
seine Methode aus EtiMiden abstrahirte, noch zurück gehUebeu; und 
endlich, weil eben die Parallellinien das augenscheinlichste Beyspiel 
geben, dafs eine vorausgescMcIcte Deßnüion, bis sie nickt seihst crtviesmt 
ist, nichts beweise. 

i- I. 

Es ist falsch, daCs EiiMid irgend eine seiner Definitionen, ehe er 
die Möglichkeit der Sache erwiesen, antlers als eine blosse Hypothese 
gebrauche, oder sie als ein categorisches Principium demonsU-andi an- 
sehe. Der Ausdruck per defimti(mem gilt bey ihm nicht mehr als der 
Ausdruck per hypothesin. Sieht man auch genauer nach: so nimmt er 
das Categorische in seinen Lehrsätzen nicht von den BeßmOonen, son- 
dern eigentlich und vornehmlich von den Postulatis. Von diesen gilt 
es eigentlicli, wenn Cicero sagt: Si dederis, danda sunt omnia*). 

Unter den Grundsätzen finde ich voniehmlich nur den Uten, der 
eine positive und die Figuren unmittelbar betreffende Categorie ent- 
45 halt. Aber eben derselbe ist auch der Einzige, den man nicht will 
gelten lassen. Das Categorische darin sollte aus den Postulatis durch 
Schlüsse herausgebracht werden. Die übrigen betreffen grßfstentheils 
nur den Begriff der Gleicliheit und Ungleichheit, und gehören eben 
darum, weil sie Verhaltnifsbegriffe betreffen, nicht zu der Materie, son- 
dern eigentlich zu der Form der ScJüusse, die EiMid in seinen Be- 
weisen macht, und in welchen sie immer nur als Obersätze vorkommen. 
Der 12te Grundsatz, dafs zwo geraäe Linien Icehuat Baum schließen, 
ist verneinend, und wird von Eukliden eben so wie der 9te, daß das 
Gänse grösser ist als sein Theü, da gebraucht, wo der Beweis apago- 
gisch ist, oder die Wahrheit des Satzes aus der Unmöglichkeit des 
Gegentheils erwiesen wird. 

8.8. 

Dieses ist nun in einem kurzen Entwürfe der Geist der Euklidi- 
schen Methode, und zugleich dasjenige, wovon ich in Wolfs Vernunft- 
lehren wenig oder nichts, in seinem Verfahren und Vortrage sehr oft 
das Oegentheil finde. 

So z. E. glaubte Wolf mit mehrern andeni, dals man die Schwie- 
rigkeitj die Euklids Uten Gnmdsalz drückt, dadurch heben künne, 
wenn man seine Definition der Parallellinien änderte. Sie wird aber 

'^) lln aeoniotria itriiüa si (Icderis, dii.nd:!. sunt oninia.. De linibns bonoiiim 
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dadureli wader gehoben, noch vermieden, nocli auf eine geschickte 
Art umgegangen, und gleichsam von hinten her weggehoben. Sie 
wird vielmehr, wenn auch Alles richtig geht, nni- von dem Grimdsatge 
weg, und in die Deßnükm gdtrackt; und zwar, so viel ich sehe, ohne 
dafs sie dadurch leichter konnte gehoben werden. In der That auch 
läfst sich Evklids Definition ohne Rücksicht auf seinen Uten Grund- 
satz beweisen. Wolfs Definition hingegen kann entweder ohne diesen 
Grundsatz nicht bewiesen werden; oder wenn sie bewiesen werden 
kann: so ist dieser Grundsatz so gut als zugleich mit erwiesen. 

Es kömmt aber eigentlich auf die Definition | gar nicht an. Mau 140 
kann sie bey JMdiden ganz weglassen; und so wird man in der 
Frop. XSVIl und XSVIIl von selbst anstatt patdklae lineae den 
Ausdruck lineiie sih non coin^td^iki. setzen Man wird, aus Be- 
trachtung, dafa dieses ein merliwurdigcr Umstand ist sodann von 
selbst darauf Terfallen, auf eine Ur^e und schickliche Betimnmig zu 
denken, oder solchen Linien die niiht zusammen laufen, so viel man 
sie auch auf beydcn Seiten veilingLit t neu Namen zu geben. Und 
man wird dazu noch mehr verleitet weiden wenn man im Folgenden 
darauf verfällt, dw-fs eben diese Linien noch überdies durchaus in 
gleicher Entfernung von einmder bleiben 

Dies ist die eigentlich synthetische Art zu vertabren; und man 
denkt dabey erst dann auf die Betmnmng wenn die Sache heraus- 
gebracht und erhebhch genu^ i^t, einen hesondern Nimeu zu ver- 
dienen. Beyspieie davon kommen m der Mithematil,. unzähliche vor, 
und Süllen auch in allen denen "Wissenschaften, wo man ä priori 
gehen kann oder zu gehen gedenkt, nicht selten seyu. 



Proklus, welchem EuhUd's llter Grundsatz ebenfalls 
war, fordert deswegen einen Beweis davon, weil derselbe, wenn man 
ihn umkehrt, erweisbar ist. 

In der That findet sich der umgekehrte Satz in der Frop. XVII. 
lAbr. I. erwiesen. Mir kommt es ebenfalls ganz richtig vor, dafs es 
bey einem Grundsatze für sich klar seyn müsse, was es mit demselben 
gerade oder umgekehrt für eine Bewandtnifs habe. Denn, nacb aller 
Schärfe betrachtet, soll ein Grundsatz aus lauter einfachen, und daher 
für sieh gedenkbaren Begriffen bestehen; und es mufs, ob und wic- 
feni sie mit einander verbunden werden können, unmittelbar aus der 
Vorstellung der Begriffe erhellen. 

So z. E. ist der achte Euklidische Grundsatz, dafs misgrdrhifc 
Grössai, die auf einander passen, einander yleii-k \ sind; (Qiiae .■^ihi u 
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mutuo congruunt, sunt aegualia) dieser Satz ist fdr sich gedenkbar 
Es ist aber auch eben so für sich gedenkbar, dafs er nur bey geraden 
Linien und Winkeln umgekehrt gilt, bey Figuren aber noch eine Be- 
stimmung, und zwar die von der Äehnliehkeit, hinzu kommen müsse, 
wenn er dabey umgekehrt anwendbar seyn soll. 

§. 10. 

Um mm nach diesen allgemeinen Betrachtungen naher zu der 
Theorie der Parallellinien zu kommen, wodurch ich sowohl die 
Schwierigkeiten deutlich zu machen, als auch sie zu heben gedenke: 
so werde ich vorerst den eigentlichen statum gituesfhnis feafce setzen. 

Die Frage setbsf betrift nehmlich ersthch iveder die Wahrheit 
noch die Gedenkbarkeit des EvMidiscken Gnmäsaües. Ea hä,tte um den 
grSfsten Theii der Geometrie bisher fibel ausgesehen, wenn dieses die 
Frage seyn sollte. Ich habe in Absieht auf die Gedefi^ibarieit bereits 
oben (§. 3.) angezeigt, nach welcher Ordnung sie bey dem Durchlesen 
des Euklides entstehe, Dafs der Grundsatz dadurch zugleich auch als 
wahr gedacht werde, ist f&r sich klar. Es wird aber die Wahrheit 
desselben auch aus allen Folgen, die in allen Absichten daraus ge- 
zogen werden, dergestalt erwiesen, einleuchtend und nothwendig, dafs 
man diese Folgen, zusammengenommen, als eine auf vielfache Arten 
vollständige htduction ansehen kann. 

Sodann findet sieh auch bey vielen Versuchen, die man anstellen 
kann, um diesen Grundsatz zu beweisen, dafs er, um bewiesen zu 
werden, fast immer sich selbst voraussetzt, und auf sehr vielerley 
Arten eine Folge von sich selbst ist, auf keine Art aber umge- 
stossen wird. 

Dieses mag auch ein Grund mit seyn, warum Euklid denselben, 
in Ermanghmg eines Beweises, unter die Grundsätze genommen; zumal 
da er diejenige Definition gewählt, die ohne Rücksicht auf diesen 
148 Grundsatz erweisbar war, und sich mit demselben am | unmittelbarsten 
verbinden iiefs. Denn man sieht ganz offenbar, dafs seine Prop. XXJX, 
wo dieser Grundsatz gebraucht wird, vornehmlich nur dient zu be- 
weisen, dafs es, ausser denen in den beyden Prop. XXVII und XXVIII 
erwiesenen Parallellinien, keine andern mehr gebe. Und in dieser 
Absiebt wird dadurch eine in der That sehr kleine Lücke ausgefüllt, 
weil man sich ohne Mühe vorstellen kann, dafs nur noch solche 
Linien aus der Zahl der nichtzuaammenlauf enden auszuschliefsen 
blieben, die mit CF (Fig. L) einen Jcleinei-n Winkel machen, als alle 
diejenigen Linien CD, Cd, deren Durchschnitt D, d gegeben werden 
kann, das will sagen, der eine endlitilij' Entfernung von A hat. Deiui, 
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wenn man CF um den Punkt C herunter gegen B dreht: so merkt 
Hr. Prof. Kastner mit Recht an, dafs sich der erste Diirchschnitts- 
piinkt nicht angeben 
lasse, weil, wo man ''"^^^^>>^ ^-""^ 

ihn immer auf AJi a ^5-^f^^^" ''' 

hinaus setzen wollte, .,— -"''''''''^ •'' \ ^~^^-<:~-- 

nocheinentfemtererge- „--'''''^ ,-' ' | \ ^"''~~-^' - -.. 

nommen werden kann. ' ' ^. " " 

Dieses hat aber meines 

Erachtens den Erfolg, dafs, wo die Winkel BOF, dCF sehr klein 
sind, die Entfernungen AB, Ää in umgekehrter Verhältnifs der "Winkel 
DCF, dCF, oder einer davon nicht viel verschiedenen Funktion der- 
selben, zunehmen müssen. Denn in gerader Verhältnifs der Winkel 
AGB, ACd, oder einer Funktion derselben, können sie deswegen 
nicht zunehmen, weil sonst CF, auch wo 

BAG+ ÄCF=\%0 Ur. 

oder gar noch grösser ist, die Linie AB in einer endlichen Ent- 
femmig von A schneiden mufste; welches der Frop. SXVIII. Libr. I. 
des EtMiiks zuwider wäre. 

Indessen glaube ich nicht, dafe sich die Sache auf diese Art 
erörtern lasse; ungeachtet sich's, wenn die Sache einmal berichtigt ist, 
leicht erweisen läfst, dafs man, um jeden Winkel BCF zu halbiren, 
nur Bd = DG zu machen habe. So giebt ea auch noch andre Arten, 
sich die Sache vorzustellen. 

Wer z. E. die beyden nichtzusammenl auf enden Linien GF, AB 
so ansieht, dafs sie einen | Winkel machen, der = ist: der wird 149 
leicht beweisen können, dafs jede Linie Gd mit Ad einen Winkel 
mache, der > ist, und dafs demnach diese beyden Linien sich 
irgendwo schneiden. Der Beweis ist eben der, wodurch man zeigt, 
dafs CBA > CdA sey {Prop. XVL lÄbr. I. Euclid). Denn dreht man 
GB um den Punkt G aufwärts: so wird der Winkel CBA immer 
kleiner, und endlich vollends negativ, sobald CB über CF hinauf 
kömmt. Er mufs demnach irgend = werden; und dafs dieses in 
der Lage CF geschehe, folgt meines Erachtens aus der Vorstellung, 
dafs AB, GF gerade Linien sind, womit die "Vorstellung von einer 
asymptoUs<3ien Näherung nicht bestehen kann. 

Ob sich aber diese Betrachtung von negativen Winkeln, und von 
solchen die == sind, in das erste Buch des Fkklides schicke, das ist 
eine ganz andre Frage, die man leicht verneinen, und behaupten wird, 
ein solcher Vortrag sey mehr algebraisch als geometrisch. 
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§. 11. 

Ich mag es auch gelten lassen; und merke nun ferner an, dafs 
es bey den Schwierigkeiten ober JEkiMld's Uten Grundsatz eigentlich 
nnr die Frage ist, ob derselbe aus den Euklidischen FosMatis mit Zw- 
ziehung seiner übrigen Grunds&tge in rickUgia- Folge Jiergeleitet werden 
lionne? Oder, wenn diese nickt hinreidiertd waren, ob sodann noch andre 
Posüdata oder Grundsätze, oder Beydes iönnteti vorgdiracJit werden, die 
mit den Euklidischen gleiche Evidens hätten, imd öms welchen sein tUer 
Grundsat;: erwiesen werden irnntei' 

Bey dem ersten Theile dieser Frage kann man nun von Allem, 
was ich im Vorhergehenden Vorstellung <?er Saehe genenut habe, ab- 
strahiren. Und da EuJclid's Posi^hta und übrigen G-rundsätze einmal 
mit Worten ausgedruckt sind: so kann und soll gefordert werden, 
150 dafs mau sich in dem Beweise nirgends auf die | Sache selbst berufe, 
sondern den Beweis durchaus symbolisch vortrage — wenn er möglich 
ist. In dieser Absicht sind Euklid's Postulata gleichsam wie eben so 
viele algebraische Gleichungen, die man bereits vor sich hat, und aus 
welchen <,»/,*., &c herausgebracht weiden soll, ohne dafs man auf 
die &ache selbst zurdcke sehe. Da es abei nicht ganz solche Formeln 
sind Sü kinn man allerdings die Vorzeichnung einei Figur als einen 
Leitfaden um den Beweis zu fiihren, dabe^ zugeben 

Hingegen wurde es bey dem andern T heile der Fr^e ungereimt 
seyn wenn min die Betrachtung und Vorstellung der Sache dahey 
imtpisagen, und fordern wollte, die neuen Postulata und Grundsätze 
müßten ohne an die Sache zu denken, und gleichsam aus dem Steg- 
reife gefunden werden. Ich sehe aber auch nicht, wie man gegen 
Eukliden billiger ist, wenn man seinen Grundsatz verwirft, ohne die 
Frt^e daiuber so zu stellen, wie ich sie zu Anfang des gegenwartigen 
Paiagtaphs gestellt habe. Denn da Eulelid seinen Satz einmal unter 
die Giundsitze lechnet: so setzt er unstreitig dahey die Vorstellung 
der Sache voraus; und man kann es ihm zutrauen, dafs er, wenigstens 
in Ermangelung des noch dermalen zu findenden Vortrages, den 
seinigen mit Bewufstseyn gewählt habe. 

Ich zweifle auch nicht, dafs Euklid nicht selbst sollte auf Mittel 
gedacht haben, seinen Uten Grundsatz unter die Lehrsätze zu bringen. 
Wenigstens kommen im ersten Buche seiner Elemente einige Spuren 
vor, woraus es sich nicht undeutlich abnehmen läfst. Wie leicht 
folgt z, E. seine Prop. XVIT aus Prop. XXXII, wenn diese einmal 
erwiesen ist! Indessen beweist Euklid jene besonders, vermuthlich 
um zu zeigen, wie weit sich, ohne Zuziehung des Uten Grundsatzes, 
etwas von den Winkeln eines Triangels bestimmen läfst. 
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2) Vortrag einiger Sätze, if> 

die ffir sich betrachtet werden können. 

[§. 12-] 

Nach der Festsetzung dessen, was in Absicht auf den Uten 
Euklidischen Grundsatz eigenthch die Frage ist, könnte ich nun die 
Theorie der Sache seibat vortragen. Ich werde aber erst den Sten Ab- 
schnitt dieser Abhandlung dazu widmeu, inzwischen aber einige Sätze 
beybringen, die sich, ohne Itucksicht auf diese Theorie, für sich be- 
trachten lassen. 

Ich setze dabej voraus, dafs man wisse, oder wenigstens ohne 
Muhe linden könne, welche Sätze in dem ersten Buche der Euklidi- 
schen Elemente von dessen Uten Grundsatze abhängen; daTs z. E. 
bis auf die Propoait. XXIX, Alles ohne Zuziehung dieses Grundsatzes 
erwiesen sey, von da an aber bis zum Ende Alles mittelbar oder 
unmittelbar davon abhänge, wohin besonders die Bestimmung der 
Summe der 3 Winkel eines jeden Triangels, und Alles was von 
Parallelogrammen, Eectangehi und Quadraten gesagt wird, gehört. 

In den folgenden Bdchern trägt Euklid hin und wieder noch 
einige Sätze vor, die von seinem Uten Grundsatze unabhängig sind. 
Es sind aber auch viele von denen, die auf diesem Grundsatze be- 
ruhen, von der Art, dafs, wenn sie für sich erwiesen werden können, 
sie den Beweis des Grundsatzes selbst nach sich ziehen, so, dafs mau 
auf diese Art bcy dem Aufsuchen eines Beweises für diesen Grundsatz 
mehr als Eine Wahl hat, wo man anfangen kömie. So z. E. ist mau 
mit dem Beweise des Grundsatzes bald fertig, wenn man, ohne Zu- 
ziehung desselben, erweisen kann, dafs in jedem Triangel die Summe 
der 3 Winkel zween rechten Winkeln gleich ist; dafs eine gerade 
Linie entweder von keiner oder von allen Parallellinien durchschnitten 
werde; u. s. w. 

Da es unnöthig ist, das, was Euklid in seinem ersten Buche ohne 
Zuziehung des Uten Grundsatzes erwiesen, hier von neuem 1 zu be-ir. 
weisen: so werde ich dasselbe als bekannt voraussetzen, und, wo es 
nÖthig, die Propositionen, die ich gebrauche, citircn. 

§. 13. 
Es sey mm (Fig. I.) ACB ein in A rechtwiukliehter Triangel; 
und, indem man die Seite AB verlängert, ziehe man durch Ü jede 
Linie ECB, welche AB schneide: so wird die Summe der ^beyden 
spitzen Winkel des Triaugi'ls 
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äCB-\- ABOACD, 
und 

ACB-{-ÄBC<ACE 

seyn. Denn erstlich maclie man FCB = CBA, und ziehe FCG: so ist 

ACB-\-ABC^ACF; 

n^^ j und die Linie GF läuft 

'^^^"^^^-.^c ^.-^''''^^ "^^^ ^^ ^"^ keiner 

^_,.,--<^Y~"=<.=<- ' Seite zusammen. {Prop. 

^"^'^^^^ / \ ^^"^^^^^--^ XXVII.) Da nun CD 

i/"'^^—- /f — ^1 — ji ~ ^y "'"' '^ nüfc MB gegen D zu- 

Fig. I. sammen läuft: so ist 

AÜB<ACF-, 
demnach auch 

ACTXACBArABG, 
oder 

AGB-\-ABC>AÜl}. 

Ferner trage man AB aus A in K, und ziehe HCJ durch H, 
C gerade. Da nun JCH mit AH auf der Seite H zusammenläuft, 
FCG aber nicht: so ist wiederum 

GCA>RCA; 

und hingegen 

JCA>AGF. 

Nun ist 

FCA^ JCA, 

weil, wenn man die Figur nach der Linie AC zusammenlegt, FCD 
auf JCH fällt. Demnach ist 

ACF<E<JA, 
und daher auch 

ACB-{-ABC<ECA. 

§. 14. 
Dieser Lehrsatz zeigt nun genauer, wie weit man mit der Prop. 
XVII. Eudid. in Absicht auf die Bestimmung der Summe der drey 
Winkel eines Triangels zurucke bleibt. 

Denn einmal ist bey jedem recht winklichten Triangel ACB diese 

Summe grösser, a!a die Summe, welche entsteht, wenn man zu 90 Gr. 

Iö3jeden | spitzen Winkel ACB*) addirt. Hingegen ist sie kleiner, als 

*) [Damit meint Lambert: jeden spitEen Winkel ACD, Ui dem AB von 
CD gesckmttm wird. Diese spitzen Winkel besitze» eine obere Grenze, von der 
man von Tom herein nicht weifs, ob sie gleich einem Rechten ist- Entsprccliend 
lat im Folgenden der stumpfe Winkel ECA au verstehen 1 
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die Summe von einem rechten luid jedem stumpfen Winkel ECA. 
Eben dieses gilt von jedem achiefwiukUchten Triangel hCA] jedoch 
mit dem Unterschied, dafs die Summe seiner drey Winkel grosser, 
als jeder spitze Winkel A CD doppelt genommen, und hingegen kleiner 
als jeder stumpfe Winkel ACE, doppelt genommen, gefunden wird. 

Man kann sich auch leicht versichern, dafs das Mittel aus diesen 
beyden Schranken genau 180 Gr. ist, weit ECA + ^CD = 180 Gr., 
demnach das Mittel davon 90 Gr. und das Doppelte von 90 Gr. = 
180 Gr. ist. Ferner findet sich, dafs, wenn D weiter hinaus, z. E. 
in d genommen wird, die beyden Schranken einander, jede um gleich 
viel, näher kommen, und sich daher dem Mittel gleichförmig nähern. 
Endlich kann man sich leicht wenigstens vorstellen, dafs der Winkel 
DCF desto kleiner wird, je weiter man den Punkt D von A hinweg- 
rSckt. Und eben dadurch erhält man Schranken, die ungemein nahe 
zusammen treffen; und man kann daraus schliefsen, dafs, wenn auch 
die Summe der drey Winkel eines Triangels nicht genau 180 Gr. 
seyn sollte, sie dennoch bey jedem Triangel gar nicht viel davon 
verschieden aeyn könne. 

Dieses ist aber auch Alles, was hieraus folgt; und es wird sich 
dabey schwerlich weiter gehen lassen. Indessen ist der Satz eben 
nicht ganz unerheblich. 

§. 16, 

Ich werde nun noch einen andern beyfugen. 

Die Summe der Winkel eines Triangels mag nun genau = 180 Gr. 
oder um etwas davon verschieden seyn: so können wir dieselbe z. E. 
(Fig.II) bey dem Triangel ^Cjß=180 + « Grade 
setzen. Man ziehe nun durch einen der Winkel eine 
beliebige Linie AB: so entstehen zween Triangel 
ACD, ABB, und damit 6 Winkel. Die zween 
Winkel C, B bleiben wie vorbin. A wird auf 
beyde Triangel vertheilt; und die neu hinzu- ' ^ ,. ^ 

gekommenen ] Winkel CBA, ABB machen zu- ' ' ' IB 

sammen 180 Gr. {Prop. XIII) Demnach ist in beyden Triangeln die 
Summe aller 6 Winkel nur 180" + 180" + ts. Man hätte denken 
sollen, sie wdrde =^ 180" + 180" -j" " + '' seyn. Wird von diesen 
Triangeln wiederum Einer, z. E. BAB durch eine Linie BE getbeilt: 
so entstehen drey Triangel; und die Summe ihrer Winkel ist wiederum 
nur = 180 + 180 + 180 + a Grade. 

Fährt man weiter fort: so kSmmt zu jedem neuen Triangel nur 
immer wiederum 180 Gr. hinzu. Man sollte allerdings daraus die 
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Folge ziehen können, es müsse « = seyii*). Denn da man die 
Linien AD^ DE, &c nach Belieben und nach unendlich vielei'ley Ah- 
wechaeiungen ziehen kann: so kömmt es eben so heraus, als wenn 
man in einer Reihe 

Ä = a -{- bx -\- ex'- -\- dx' + &e 

A beständig, und x veränderlich setzt. Denn da werden alle (Joefti- 
cjenten h, c, d, &c = 0; und es bleibt Ä'= a, das will sagen: In jedem 
Triangel ist die Summe der Winkel = 180 Gr. 

Ich führe dieses nur im Vorbeygehen an, weil daraus erhellet, 
dal's mau noch nicht alle Mittel aufgesucht hat, die Schwierigkeit 
lier Parallellinien zu heben. 

§■ 16. 

Ich finde ferner, daTs Hr. Prof. KäsUter angemerkt hat, diese 
Schwierigkeit komme nicht so wohl auf die Winkel, als vielmehr auf 
die GrSfse der Linien und auf die Entfernung der Parallel Knien au. 




Wenn z. E. (Fig- IIIJ F ein rechter Winkel ist: so mag AGi] so wenig 
man will, von einem rechten Winkel verschieden, und kleiner als der- 
selbe seyn, und es läfst sich auf GA kein Punkt angeben, aus wel- 
chem nicht sollten Perpendicularen auf GF gefällt werden können. 

Ob sich aber hinwiederum durch GF keine senkrechte Linie FA 
ziehen lasse, die nicht auch GA in irgend einem Punkte A durch- 
schneide, das ist allerdings eine andre Frage, welche nicht bejahet 
loswerden kann, dafem man sie nicht entweder | directc beweist, oder 
umgekehrt zeigt, dafs sich aus den Punkten A der Linie GA Per- 
pendicularen AF auf GF fMlen lassen, welche in jeder beliebigen 
Entfernung von G auffallen. Liefse sich aber für jeden Fall, wo die 
Summe der Winkel AGF -\- GFA< ISO Gr. ist, ohne Rücksicht 
auf die Gröfse der Linie GF, beweisen, der Winkel GAF sey > 0, 



*) [Indem nämHch stillschweigend die Winkele imune des Dreiecks als kon- 
stant, das heifst für jedes Dreieck gleich grofs, angenommen wird. Ist aber die 
Winkelsumme variabel, so beweist diese Sohlufs weise nur, dafe es Dreiecke giebt, 
deren Winkelsumme beliebig wenig von 180" abweicht.] 



y Google 



■2) Satze, die im- sieb Ijekaclitet werilcn koni 



idcr Prop. XV \. 



g. 15-18. 1G7 

das ivill sagen, in der That ein angeblicher Winkel; so sehe ich nicht, 
wie man an der Wirklichkeit des Durchschneidens einigen Anstand 
haben könnte. Denn, wie sich von selbst versteht, so fallt die Frage, 
ob zwo Linien sich durchschneiden, ganz weg, und findet nicht statt, 
sobald sich der Winkel angeben läfet?, unter welchem sie sich durch- 
schneiden. Non cnlls imlla stmt praedicata. 

§. 17. 

Nun kSiunit, so viel ich mir die Sache vorstelle, 
Idbr. III. Etwas vor, das hieher dienen kann. 

Daseibat wird, ohne Rucksicht auf den controversirten Uten (Jrund- 
satz erwiesen, dafs, wenn -4Ö (Fig. V.) auf den Diameter ^IP eines Cirkels 
senkrecht gezogen wird, so dafs diese 
Linie durch den Endpunkt des Dia- 
meters gehe, dieselbe ausser den Cirkel 
falle, oder den Cirkel ausserhalb in 
einem einigen Punkte berÄhre ; und 
dafs zwischen der Linie Ah und dem 
Cirkelbogen AB keine andre gerade 
Linie könne durchgezogen werden, die 
nicht den Cirkel in zween Punkten, 
z. E. Ä, JB, schneide, so lange der 
Winkel BÄi nicht kleiner, als jeder 
voi^egebene Winkel ist. Demi in 
diesem Fall wurde er = seyn, und daher Ali i 
nach nicht zwo, sondern nur eine Linie seyn. 

Der Beweis, den Euklid giebt, kömmt schlechthin darauf an, dafs 
die aus dem Mittelpunkt auf AB fallende Perpendiculare ausser 
den Cirkel fallen, und demnach grösser als AO seyn mufste; welches 
seiner Prop. XVIII. Libr. 1. zuwider ist. Demnach setzt dieser Beweis 
weder die Gröfse des Diameters, noch die Grofse von AB, noch [ die 156 
von der Perpendiculare, noch die Verhältnifs zwischen AB und AP, 
sondern schlechthin nur den Satz voraus, dafs die Perpendiculare auf 
die Seite des spitzen Wmkels OAB falle, und dafs sie nicht grösser 
als AO seyn könne, sondern vielmehr kleiner seyn mösse, so grofs 
oder klein alle diese Linien an sich auch immer seyn mögen. 

§■ 18. 
Nun läfst sichs weiter gehen und zeigen, dafs, so lauge BAb 
nicht kleiner als jeder vorgegebene Winkel ist, auch AOB nicht 
kleiner als jeder vorgegebene Winkel seyn könne, und demnach > 




uf Ab fallen, dem 
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seyn müsse. Denn da BÄh > ist: so Ufst sich durch den Winkel 
BÄb jede beliebige Linie AQ ziehen; und ea ivird auch QAh'^0 
seyn. Da demnach, vermöge des erst angeführten Euklidischen Satzes, 
ÄQ nicht ausser den Cirkel fallen kann: so giebt ea zwischen AB 
einen Durchachnittspunkt q. Dieses konnte aber nicht aeynj wenn 
AOB kleiner als jeder vorgegebene Winkel wäre. Demnach mufs 
nothwendig AOB> 0, das will sagen, ein Winkel von angeblicher 
Grosse seyn, Bey A OB = wurde BO auf A 0, und demnach AB auf 
AI falien; und so wäre BAb = 0, der Voraussetzung BAb > zuwider. 
Man sieht ohne Mühe, dafs auch dieser Beweis von der Grösse 
des Diameters AF und der Chorde AB ganz unabhängig ist; und 
dafs demnach der Durchs chnittswinkel > iat, so grofs oder klein 
AB und der Winkel BAb immer 
angenommen wird, nur daia BAb > 
sey, und demnach OAB ein spitzer 
Winkel bleibe. Da nun OB=OA: 
so ist auch OBA = OAB, und demnach 

OAB + OBA < 180 Gr. 
Eben so, wenn Oq auf AB senkrecht 
fällt, ist Ar = rB, und 

OAr + OrA < 180 Gr. 

Demnach mag bey dem rechten VVin- 

iig. V. ^^^ OrA der Winkel OAr, so wenig 

man will, kleiner als 90 Grade aeyn: 

so wird der Durchschnittswinkel AOr > 0, und daher in der Tliat 

ein Durchschnitt seyn. 

57 §■ 19- 

Dieses ist nun zum Beweise des Euklidischen Grundsatzes meines 
Erachtcna mehr als hinreichend, weil es sich leicht eben so allgemein 
machen läfst. Ich werde es aber hier nicht ausführen, sondern nur 
bemerken, dafs, wenn man 

OBD ^ ODB = OBF= OFJ) = &c = OBA = OAB, 
und 

BB=DF^&c = AB 
macht, dieses eben so viel ist, als wenn die Chorde AB aus B in D 
aus D in F, und so weiter, im Cirkel herumgetragen wird. Man 
wird auf beyderley Arten nicht nur Einmal, sondern so vielmal man 
will, im Cirkel ganz herumkommen, weil AOB>0 ist, demnach 
nothwendig auch ein Multiplum von AOB>dG0 Grad, und, so viel- 
mal man will, grösser als 360 Grad seyn mufs. 
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§■ '20. 
Hiud ileiuuacli (Fig. JV) die AViiilicl aÄB, hBA oiiiaiuler gleich 
1111(1 kleiiiei' als DO Grad: so läl'st sich auf erst angezeigte Art die 
gleichseitige und gieichwiiik- 
lichte Figur 

QECÄBBFH 
zeichnen; und wenn man fort- 
fährt: so wird man damit im 
Kreise, so vielmal mau ^ 
herum kommen. Die Punkte 
G, E, C, A, B, B, F, H &e 
werden sämtlich in dem Um- 
kreise eines Cirkels liegen, 
dessen Mittelpunkt der 

gemeinsame Durchschnittspunkt aller Linien Gg, Ee, Cc, Aa, &c seyn 
wird. Demnach kömmt auch hiehey die Frage, ob Aa, Bh sich 
durchschneiden, gleichsam zu späte und unschicklich vor. 





§■ 21. 

Es giebt ferner mehrere Arten, einen Beweis des Euklidischen 
Grundaataes so weit zu treiben, dafs das, was daran noch etwan 
zurucke bleibt, nicht nur augenscheinlich richtig ist, sondern auch 
allen Anschein hat, dafs es nachgeholt, und der Beweis dadurch er- 
gänzt werden könne. Einige Beyspiele werden dieses ganz offenbar 
machen. 

Es seyn (Fig. VI) die beyden Winkel aAB, hBA spitze und ein- 
ander gleich: so sollen die Linien Aa, Bh 
zusammen laufen und sich durchschneiden. 
Man mache 

bBC^cCB = hBA, 
und BC=AS: so wird aABb auf cCBh 
passen, wenn die Figur längst der Linie hB 
zusammen gelegt wird. Es werde femer AG 
gezogen, und 

cCD = dBC^ cüA, 
und CD = CA gemacht: so wird ebenfalls 
wiederum aACc auf dBCc passen, wenn 
man sich die Figur längst der Linie cC zu- 
sammengelegt vorst^lt. Man ziehe ferner 
AB; und wenn man eben so fortßhrt, wird aAJ)<l auf eEBd passer 
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Man kann auch leicht beweisen, dafs bey Q, B, S, &c rechte 
Winkel sind. Dafs aber von den Winkeln CÄ£, DÄC, EAB, &c 
jeder doppelt so grofa als der nächst vorbergeliende ist, das ist zwar 
wahr; allein ohne die vorgängige Berichtigeng des Euklidischen Grund- 
satzes wird es sich schwerlich erweisen lassen. Doch ich verlange 
hierbey nicht so viel. Es wird mir genug seyn, wenn ohne Zu- 
ziehung des Euklidischen Grundsatzes erwiesen werden kann, dafs 
DAC grosser als CAB, und auf gleiche Art EAI)'> DAC, &c sey. 
So weit fällt die Sache in die Augen; und an sich betrachtet, sollte 
es leichter seyn zu beweisen, dafs unter den W^inkeln CAB, DAG, 
HAD, kc jeder folgende grösser ist, als wenn man beweisen sollte, 
jeder sey genau doppelt so grofs, als der nächst vorhergehende. 

Sollte es sieh aber, ohne Rucksicht auf die Schwierigkeit der 
Piirallellinien, erweisen lassen, dafs die Winkel CAB, DAG, BAD 
der Ordnung nach immer grosser werden: so wird auch nothwendig 
folgen, dafs von den Linien AG, AB, AB, &c Eine anfängt ausser- 
halb Äa zu fallen; wie denn dieses in dem Beyspiele der Figur be- 
reits schon bey der dritten dieser Linien, AE, geschieht. Dieses hat 
aber den Erfolg, dafs die Linien Aa, Bl, Cc, Bd, Ee, &c sich noth- 
wendig in einem Punkte durchschneiden, welcher innerhalb dem 
Triangel ADE liegt. Denn so mnfs Aa, verlängert, nothwendig die 
Seite EB durchschneiden; und ehe dieses geschieht, mufs sie bereits 
159 schon BdS durchschnitten 1 haben. Dafs aber alle die Linien Aa, 
Bh, Gc, Bd, Ee, &c sich in Einem und eben dem Punkte durch- 
schneiden, folgt aus der Art, wie die Figur längst den Linien J)B, 
cC, dB, &c zusammen gelegt worden, ohne Muhe; so, <kfs ich mich 
dabey eben nicht aufhalten werde. 

Man sieht demnach, dafs hier nur noch zu beweisen bleibt, dafs 
wenigstens die Winkel GAB, BAC, EAB, &c immer grösser werden. 
Uebrigens läfst sichs eben so wie vorhin zeigen, dafs die Punkte 
A, B, G, -D, -£, &c sämtlich in dem Umkreise eines Oirkels liegen, 
dessen Mittelpunkt der gesuchte Durchschuifcfcspunkt der Linien Aa, 
Bh, &c ist. 

§. 22. 

Noch ein Beyspiel. Es seyn (Fig. VII) die Winkel aAB, hBA 
spitze und einander gleich. Man ziehe durch den Winkel aAB jede 
Linie AT; und es ist, ohne Zuziehung des oft bemeldten Euklidischen 
Grundsatzes, zu beweisen, dafs, wenn aus der Mitte von AB die 
Linie Cc senkrecht aufgerichtet wird, immer der abgeschnittene Theil 
SB kleiner als AS sey. ICann dieses erwiesqn werden: so erhält 
man damit so viel, dafs, wenn ST = AS gemacht wird, der Punkt T 
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ausserhalb der Linie Bb falle. Und daraus läfst sicli sodann her- 
leiten, dafs die Linien Aa, Bh einander iiothwendig durchschneiden. 

Nun läfst sich der Beweis auf fol- 
gende Art vornehmen. Man ziehe aus 
A mit dem Halbmesser AS einen Cirkel- 
bogen Bä, und mit dem Halbmesser 
A G einen Cirkelbogen Cm. Da nun 
ABh<QO Gr. ist: so wird Bh den 
erstem dieser Cirkelbogen in zween 
Punkten B, d schneiden. Durch Ad 
werde die Linie AB gezogen, und 
JlfD=J.ilf gemacht. Da nun ^ C= CB: 
so isb auch Am^md. Folglich; 
AM = Am -\- mM^ 
Md = md — inM. 
^ Am ~ niM. 



Demnach 

AM> 3Id. 

rig. VII. 
Macht man nun MB = AM: so ig 

fallt der Punkt B ausserhalb Bb, wei! MB > Md ist. 

Nun beschreibt man ferner die Cirkelbogen Be, Mn aus dem 
Mittelpunkte A. Und indem man durch e die Linie AE zieht, und 
NE = AN macht: so wird auf gleiche Art erwiesen, dafs der Punkt 
E ausserhalb Bh falle, indem NE^ Ne gefunden wird. Auf eben 
diese Art lafst sich mit Ziehung neuer Cirkelbogen Ef, Np weiter 
fortfahren. 

Dafs nun jeder andre Punkt T, wenn ST^AS gemacht wird, 
ausserhalb Bh falle, wird leicht i 
As = 3 




Und folglich 
und damit auch 



AS = As + ^S. 
Sß = sr — äS — 
= AS — 2 . s, 

AS > Sli; 



Nun bleibt noah zu beweisen, dafs die, der Ordnung nach, ge- 
fundenen Linien Ad, Ae, Af, kc der Linie Aa nicht nur näher 
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kommen, sondern dafs Eine derselben anfängt, ausserhalb Aa zu 
fallen, Die Sache an sich ist richtig. Aber sie inufs ohne Zuziehung 
des Uten Euklidischen Grundsatzes erwiesen werden. Kann dieses 
geschehen: so erhält man auf allen ausserhalb Aa fallenden Linien 
einen Punkt, der eben so wie die Punkte D, E, &c ausserhalb Bb 
fällt. Und zieht man aus diesem Punkt eine Linie in B: so hat man 
einen Triangel, welcher die beyden Linien Aa, Bb, und zugleich ihren 
Durchschnittspunkt in sich schliefst oder umgieht. 

Um nun aber zu beweisen, dafs die Linien Ad, Ae, Af, &c sich 
in dei That auf vorbemeldfce Art gegen Aa nähern, und endlich 
ausseihalb Aa iallen, ziehe man AK mitten durch den Winkel DAB\ 
und da wird es genug seyn, wenn man zeigen kann, dafs jeder der 
Winkel eAd, fAa, &c grosser ist als der Winkel BAK oder KAB. 
Zum Behuf dieses Beweises läfst aichs 
noch ferner anmerken, dafa jeder der 
Punkte B, D, T, E, &c von Co gleich 
weit entfernt ist. Dieses kann ohne Mühe 
erwiesenwerden, weil überhaupt .AÄ^ ST, 
AC ^ CB, und in C ein rechter Winkel 
ist. Ferner läfst sieh aus dem Mittel- 
punkte A der Cirkelbogen hß durch h 
ziehen; und so wird Aß < AB seyn. 

Nun soll noch bewiesen werden, dafs, 
wenn man aus jedem der Punkte J), E, &c 
z. B. aus D eine Linie in ß zieht, der 
Winkel BßA stumpf sej, und demnach 
die aus B an den Cirkel kß zu ziehende 
Tangente [Di] unterhalb ß falle. Denn 
so wird man zwecn gleiche und ähnliche 
^e- ^^ oder auf einander passende Triangel jlefc, 

ADt erhalten, imd daher die Winkel 

eAk =^DAt, 



eAB^lAt, 
eAD > hAB 



und folglich 

haben. 

Ich habe aber nicht finden können, dafs sichs, ohne die vor- 
gangige Berichtigung des Euklidischen Grundsatzes, erweisen liefse, 
dafs DßAy- 90 Gy. sey; ungeachtet es ohne diesen Grundsatz er- 
weißbar ist, dafs sich durch Cc eiue Menge von Perpendikularen 
ziehen lassen, welche die Linie Bß unter einem schiefen Winkel 
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schneiden, weil die aus D auf Cc fallende Perpendikulare = CB und 
demnach > Cß ist. 

§- 23. 

Um dieses noch zu zeigen, so seyn (Fig. IIT.) in B, D rechte 

Winkel, und CB < BE. Man ziehe die Punkte C, E durch eine gerade 

Linie zusammen, und richte aus der Mitten von BD die Linie FG 

senkrecht auf. Man mache Bc = BC, und ziehe Gc. Wird nun die 







jr 


^ 




J 


^^„-—^ 
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^^-^"""'^ 






--^ 







Ich merke noch 
kehren ISfst, indem n 
dafs CB<BE sey. 
gelegt; 



Figur längst der Linie GF zusammen gelegt: so fallt B auf B, 
C auf c, demüach GC auf (?c; und es ist cGF ^ CGF^JGE. 
Da nun EGc>0 ist: so sind die Winkel cGF, JGE, CGi^ sämt- 
lich spitze. Demnach ist auf der Linie CE wenigstens ein Punkt G 
gefunden, wo dieselbe die Perpendikulare GF unter einem schiefen 
Winkel sehneidet. 

n Vorbeigehen an, dafs | sich der Satz um- ic3 
o, wenn CGF<_ 90 Gi. ist, leicht zeigen kann, 
Denn wird die Figur längst der Linie GF 
fällt der Winkel CGF auf cGF, und CB 
auf Bc. Da nun FGG == JGE kleiner als 90 Gr. ist: so ist 
FG 6'+ JGE< 180 Gr. Demnach i'Gc>0; demnach auch Ec > 0, und 
ED > Bc, oder ED > BG. 

§. 24. 

Wiederum seyn (Fig. VIII.) in C, c rechte Winkel, und CB > eh. 
Man trage GB aus C in A, und ch aus c in a, und ziehe die Linien 
Ab, Ba, Aa, Bb: so läfst sich die Figur längst der Linie GH zu- 
sammen legen; und es wird A auf U, a auf b, demnach Ab auf Ba 
fallen; und so mufs der Durch schnittspunkt dieser beyden Linien E 
auf der Linie CH seyu. 

Man mache ferner CM=Ec, und CN == cb, und ziehe NM: so 
werden die Winkel NMC=hEc seyn; demnach 3ac\i NMG=AEC. 
Da nun auf diese Art die Linien NM, AE nicht zusammen laufen, 
und CN< CA ist: so ist nothwendig auch CM<. CE; demnach auch 
Ec < EC. Trägt man nun CE aus E in H, und zieht ffj auf CH 
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senkrecht: so wird 7f J= ÄC, und _EJ= EÄ seyo. Da demnach auch 
HJ= CB ist: so darf man nur durch E die Linie FEK senkrecht 
ziehen, und indem man JE zieht: 
so wird man in K rechte Winkel 
haben. Denn wird <iie Figur 
längst der Linie EK zusammen 
gelegt: so fällt ff in C, J in B, 
und damit KJ iu KB; und es 
wird JKE = BKE demnach 
^ 90 Gr., und so müssen die 
Winkel in ff, so wie auch die in 
E, schiefe Winkel seyn. Also ist 
auch hierdurch wiederum ein Punkt 
(? gefunden, wo die senkrechte 
Linie GE mit Bh schiefe Winkel 
pig yjij macht. Es ist auch wiederum 

HL<HJ; folglich HL<CB. 
Und so l^st sich der Beweis fortsetzen. 

Man bann diesen Satz ebenfalls umkehren. Es sej nämlich 
EGi < 90 Gr. so fälle man aus jedem Punkt B auf CH die Linie 
usBC senkrecht, und mache CÄ= CB. Aus A ziehe | man Ai durch E, 
und fälle aus b die Perpendikulare hc auf CIT: so wird hc-CBC 
sejn Denn setzte man bc =^ BC: so wurde h \n J und G in K fallen, 
demnach iGE =90 Grad seyn. Und eben so wurde &Gi.'>90Grad 
gefunden werden, wenn man bc'^BC setzen wollte. Bejdes der Bc- 
dnigun^ hGE<dO Gr. zuwider. 

%. 25. 

Es seyn nun (Fig. IX.) in A rechte Winkel, und DBA < 90 Gr. 
Die Linie jl.B werde, so viel man will, verlängert. Da nun Z'7?.A<90Gr. 
ist: so fälSt aus jedem Punkt E die senkrechte Linie EF auf die Seite 
BJ). Da nun in A rechte Winkel sind: so ist EGA und damit auch 
FGI{ < 90 Gr. Demnach fällt aus E die senkrechte Linie FS gegen C. 
Da nun BEE ^ 90 Gr. so ist _Di^if< 90 Gr. Wiederum, da 
e-ß/'< 90 Gr. ist: so fällt aus jedem Punkt e die senkrechte Linie 
ef auf die Seite Bf, und verlängert macht sie egA < 90 Gr., weil in A 
rechte Winkel sind. Demnach fällt aus / die senkrechte fh zwischen 
Ä(j. Da nun Bfg = 90 Gr. so ist BfJi < 90 Gr. 

Der Anstand, als ob ef verlängert mit Ag nicht zusammen laufe, 
hat hiebey nichts zn sagen. Denn da fh auf Ai/ trift: so wird um 
desto ehender noch Bfh < 90 Gr. 
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So viel also aus jeden Punkten der Linie eE Perpendikularen 
auf BI könneH gefällt werden, so viele schiefe Winkel DFH, Dfh 
finden sich auch, demnach 
allerdings unzähliehe. Die- 
ses war nun, in Absicht 
auf das zu Ende des §. 22. 
gesagte, zu beweisen. Ich 
habe übrigens nicht finden 
können, dafs man ohne 
Zuziehung des Euklidi- 
schen Grundsatzes damit 
ausreiche. 

§. 26. 
Liefs es sich aber 
ohne diesen Grundsatz er- 
weisen, dafs, so oft ein 
Winkel DJiÄ < 90 Gr. ist, 
auch jeder andere Winkel 
J)FH < 90 Gr. sey, wo " 
auch immer der Punkt F 
auf der Linie DF ange- 
nommen wird: so kann 

auch ohne Tiele Mühe erwiesen werden; dafs alle 
DSÄ, Dfh, &c einander gleich sind. 




die Winkel DFH, le.i 
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^ 
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^^^.--''^ 
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(■ 


^^^"^^^ 







Denn man setze, in der 3ten Figur in F sejen rechte Winkel, und 
GGF < 90 Gr. Man mache nach Belieben BF=^FD, und richte 
in D, D, Perpendikularen auf. Oder, indem man den Punkt E nach 
Belieben annimmt: so f41Ie man aus demselben die Linie ED auf FD 
senkrecht, trage FD aus F in B, und richte in B die Perpen dikulai-e 
BS auf Wird nun die Figur längst der Linie EG zusammen gelegt: 
so wird FB auf ED, SC auf De fallen; und es wird 
CGF=JGE=<GF 
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seyu. Man setze nun, die Winkel AGB, AED seyn ungleich; so 
sind auch GcE, GEc, und damit auch die Seiten GE, Gc ungleich. 
Dieses hat aber den Erfolg, dafa, wenn GK durch FG senkrecht, 
oder welches einerlej- ist, mitten durch den Winkel EGc gezogen 
wird, die Winkel in K schief seyn werden. Damit aber würden auch 
die Winkel in D schief seyn. Es sind aber vermöge der Construktion, 
in I) rechte Winkel, Demnach geht es nicht an, dafs man die Winkel 
AGB, AED ungleich setze; und so mufa AGB = AEB seyn. Damit 
erhält man aber (?e = G^ = GC; ingleichen EKG = cKG 
= CSG = 90 Grad, und BRKB ist em Ilectangel K. 

Ich setze diesen ohnehin kurz vorgetragenen Beweis niebt weiter 
fort, weil man leicht sieht, dafs derselbe auf dem Satze beruhet, dafs 
man wo KGF, BFG rechte Winkel sind, aus dem schiefen Winkel 
in K auf den schiefen Winkel in D schtiefseu könne. Dieses ist es 
aber eben, wovon noch ein von dem Euklidischen Uten Grundsatze unab- 
hängiger Beweis gefunden werden soll. Kann derselbe aber gefunden 
werden: so erhellet aus dem ersfcgesagten, dafs damit zugleich auch 
die Gleichheit der Winkel AGB, AEB imd die Winkel eines Kec- 
i IC bestimmt und erörtert sind. 



336 3) Theorie der Parallel-Linicn. 

§. 27. 
Die Theorie der Parallellinien, die ich hier zu geben mir vor- 
genommen, findet ihre Stelle unmittelbar nach der Br<^. XXVIIL 
Lihr. I. der Elemente des Euldids, weil bis dahin der Ute Grundsatz 
nicht gebraucht wird, und auch hier nicht gebraucht werden soll. 
Dieses bestimmt den Gesichtspunkt, aus welchem nachfolgende Theorie 
anzusehen ist; und man wird sich eben deswegen damit nicht auf- 
halten, wenn ich sehr bekannte Sätze, wie z. E. die durchaus gleiche 
Entfernung der Parallellinien :c als unbekannt und sehr zweifelhaft 
werde anzusehen haben. Auch dieses habe ich noch voraus zu er- 
innern, dafs ich nicht blofs gedenke, solche Sätze zu beweisen, son- 
dern zugleich auch die dawider gemachten Schwierigkeiten deutlieh 
ins Licht zu setzen. 

Daraus wird sicbs zeigen, dafs sich die ganze Sache auf eine 
dreyfaehe Hypothese reduciren läfst, von welchen jede einer besondern 
Theorie fähig ist, und wovon zwo nur in ihren entferntem Folgen 
umgestofsen werden können; so dafe auch von den unmöglichen Hypo- 

sacthesen eine ziemliche | Anzahl von Sätzen können und zum Theil 
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mflssen erwiesen werden, bis .es sicli zeigt, daXs sie nicht bestehen. 
Auf gleiche Art werden selbst von der wahren Hypothese mehrere 
Sätze ex hypofhesi erwiesen, ehe es sich zeigen läfst, dafs sie wirklich 
die wahre ist. 

In der Geometrie schien mir ein solches Verfahren sehr uner- 
wartet. Da es aber darin vorkommt: so kann es zugleich die Art, 
mü physischen Hypothesen umzugehen, wie durch ein Beyspie! er- 
Uutern. In dieser Absicht kann es leicht seyn, dafs ich aus den 
beyden irrigen Hypothesen mehrere Folgen ziehe, als es, blofs um 
sie umzustossen, nöthig wäre, 

§. 28. 
Dafs sich auf einer ebenen Fliehe gerade Linien ziehen lassen, 
die, so viel man sie auch auf beyden Seiten verlängert, nicht zu- 
sammenlaufen, wird durch die Frop. XXVII und XXVIIT ausser allen 
Zweifel gesetzt. Hingegen bleibt dabey unausgemaeht, ob es ausser 
den daselbst angegebenen nicht noch andre giebt. Und seihst von 
denen in bemeldten beyden Propositionen enviesenen bleihen noch 
mehrere Eigenschaften und Symptomata zu bestimmen, Hiebey werde 
ich nun den Anfang machen. 



"R" 



Es seyn (Fig. X,) in Ä und B rechte Winkel; oder, indem man 
AC durch AB senkrecht gezogen, werde AB nach Belieben ange- 
nommen, und der Winkel ABD eben- 
falls = 90 Cr. gemacht: so sind, ver- 
möge erstbemeldter Trap. XXVII, 
XXVIII; BB, AC Linien, die beyder- 
seits, soviel man will, verlängert, 
nicht zusammenlaufen. 

Femer ISfst sichs leicht zeigen, dafs, wenn die Figur längs der 
Linie AB zusammengelegt wird, der Winkel dBA auf DBA, ingleicheii 
cAB auf GAB, und demnach Bd auf BD, und Ac auf AC fällt, 
weil in A, B alles rechte Winkel sind. Die Linien dD, cG sind dem- 
nach auf beyden Seiten des Striches AB einander durchaus gleich und 
ähnlich, so dafs, was von der einen Seite | erwiesen wird, mit Bey-32 
behaltung eben der Bedingungen auch auf der andern Seite statt findet. 

§.30. 
Ac =^ AC macht, und in e, C Perpendiku- 
, wird cd = CD, Bd = BT), cdB = CDB seyn. 



So z. E. wenn maj 
laren cd, CD aufrichtet: i 
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§. 31. 
Eben so, weiiü Bd = BD gemacht wird, und man fällt aus d, 
B senkrechte Linien de, J)C auf cd so wird cÄ = A(J, cdB = CDB, 
und crf= C'I> seyn, 

§. 32. 
Wiederum, wenn man cA = (JA, nud dB = BD macht: so wird 
man ebenfalls cd ^ CD, Acd = ACD, und BBC = Bdc haben. 

§. 33. 

Wenn es demnach noch mehrere Arten von nicht zusammen- 
laufenden geraden Linien geben sollte: so wird diejenige, wo A, B 
rechte Winkel sind, immer wegen der vollkommenen Gleichheit und 
Aehnlichbeit auf beyden Seiten von AB etwas voraus haben. 

Der Umstand, dafs dD^ cC nicht zusammenlaufen, läfst noch un- 
bestimmt, oh die Entfernungen cd, CD immer gleich sind, oder 
grösser oder kleiner werden. Wie dem aber auch immer sey; so weifs 
man, dafs es auf beyden Seiten von AB durchaus einerley Beschaffen- 
heit damit habe. 

§. 34. 

Man kann aber auch vermittelst schiefer Winkel gerade Linien 
ziehen, die nicht zusammenlaufen; und da ist allerdings die Frage, ob 
diese nicht von der erst betrachteten Art verschieden sind? 

Es seyn 7- E. (Fig. XL) die Winkel BAC = ABB, oder FAK^ 

EBA, oder EBA -j- FAB = 180**: so folgt aus vorhin bemeldten 

Prop. XXVII und XXVIII, 

g \r J^---^"^ ^' dafs die Linien ED, FC 

l^,.-''^''^^ ebenfalls nicht zusammen- 

p ^ .^-""^ i' c laufen, so viel oder wenig 

-'''^' l" schief die Winkel in A und 

y. ^j B seyn mögen. Wollte man 

nun auch hier die Figur 
längs der Linie AB zusammenlegen: so würde man nichts Congruirendes 
328 erhalten, weil keine | Linie auf die andre und kein Winket auf den 
andern i)asHen würde, und man wiirde höchstens daraus schliessen 
können, dafs sich EB gegen FA eben so, wie AC gegen BD, ver- 
halte; so dafs z, E. wenn sich J?J? gegen FA näherte, sieh eben so 
AC gegen BD nähern würde ic. 
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§■ 35. 

Man theile aber AB in zween gleiche Theile AG-, GS. Ans G 
fälle man GH auf AG, und GJ auf BE senkrecht: so wird man 
JG = GH, und AH^JB, und AGH=BGJ erhalten, ünti da 
AGB eine gerade Linie ist: so werden AGH= BGJ Scheitelwinkel, 
und demnach JGff auch eine gerade Linie seyn. Da nun in J, S 
rechte Winkel sind: so iäfst sich die Figur längs der Linie JS zu- 
sammenlegen; und es wird EJ auf BJ, und FH auf CH passen. 
Dadurch Iäfst sich also diese, Termittelst der schiefen Winkel A, B, 
gezogene Art von nicht zus am menl auf enden geraden Linien auf die 
vorhin betrachtete reduciren; weil hier in Absicht auf JH eben das 
gilt, was bey der lOten Figur in Absicht auf AB gesagt worden. 

Man kann auch den Fall umkehren. Denn man setze, dafs An- 
fangs ED, FC durch JS senkrecht wären gezogen worden; so darf 
man nur JG = GS machen, und durch G jede Linie AB ziehen; so 
wird man allemal auch AG = GB, und GAH = GBJ erhalten. 



Es ist hiebey angenommen worden, dafs sich aus AG = GB^ 
GAR= GBJ, und ir= J"=90 Gr. auf die Gleichheit und Aehn- 
lichkeit der beyden Triangel AGB, BGJ schliefsen lasse. Dieses hat 
keinen Anstand. Denn man darf nur den Winkel GBJ dergestalt 
auf GAH legen, dafs GB auf GA falle: so wird G auf G, B anf A, 
und BE auf AC passen. Nun Iäfst sich aus G auf AO nur eim 
Perpendikulare G3 ziehen, weil man sonst einen Triangel mit zween 
rechten Winkeln erhalten wörde. Demnach fällt nicht nur die Linie 
BE auf AC, sondern insbesondre auch der Punkt J auf den Punkt H 
Und so sind die Triangel AGH, BGJ durchaus auf einander passend. 329 

§. 37. 
Uebrigens hätte in dem §. 35 auch schlechthin nur GH auf JG 
senkrecht gezogen und gegen J verlängert werden können. Denn so 
w^rde man AG = BG, GAH=GBJ, und JGif= ÜÖJ gehabt 
haben. Und damit wäre ebenfalls GJB = GHA = 90 Gr. und 
GH^ GJ gewesen. {Prop. XXVI. Mir. T. Eiern. Eudtd.) 

§. 38. 
Da demnach in Absicht auf die Linie JH eben das gilt, was in 
der lOden Figur in Absicht auf die Linie AB gesagt worden: so sind 
die Linien ED, FC (Fig. 11) in der That nicht von einer von den 
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Linien dB, cC (Fig. 10.) verschiedenen Art. Dadurch wird aber aller- 
dings die Theorie der Parallel linien abgekürzt, weil die Eigenschaften 
und Symptomata, so sieh in Absicht auf die lOde Figur erweisen 
lassen, ohne Mühe auf die Ute Figur angewandt werden können. 

§. 39. 
Ich werde demnach zu der lOden Figur zurück kehren, und die 
Voraussetzung, dafs in A, B rechte 
Winkel sind, bejbehalten. 

Es seyn nun in C ebenfalls rechte 

Winkel: so laufen erstlich auch AB 

Y\g, X. 1^"^ '^■ö nicht zusammen. Die Frage 

kommt nun eigentlich auf die Winkel 

in D an; und da müssen wir nothwendig drey Hypothesen annehmen. 

Denn es könnte 

1". £j9C'=90 Gr. 
11" Bl)C-> 90 Ur 

111" hDC < W Gr 
sejn 

Diese drey Hypothesen werde ich der Oidnung nach annehmen, 
und Folgen diraus ziehen Es wird sith zeigen, dals diese Fol 'en 
ziemhch weit können und theils müssen ^etiieben weiden, eht mm 
auf ein Quod est absuulum oder Quod tj,t contra hypothebm verfallt 
30 Der dritte Ausdruck Quod est contra Dcfivitumeai | oder auch per 
Depnitionem wird dabey gar nicht ^oikommen, wtii die Itehnition 
selbst wegbleibt, und wenn man sie luch gebrauchen «ollt nichts 
beweisen wurde 

Srste H;^othese. 

§. 40. 

Es seyn demnach (Fig. Sil.) AC, BD, AB, CD gerade Linien, 

und A, B, (J. D rechte Winkel: so 

wird ÄB^CD, aud AC=^BD seyn. 

Man theile [nämlich] A C in 

AE = EC, und richte in E die 

Linie EF senkrecht auf: so lallst 

Fig. xn, sich die Figur längs der Linie EF 

zusammenlegen, so dah EAhuf EU, 

EAB stuf ECB fällt. Petzt man nun, es seyn AB, CD nicht gleich; 

so ist entweder AB < CD, oder AB > CD. 
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Im ersten Fall nrache man Cb = AB, und ziehe Fi: so wird 
FbC ^ FBC = 90 Gr.; demoacli -werden in dem Triangel bFD zween 
rechte Winkel ß, b seyn, welches ungereimt ist. {Prop. XVII.) Dem- 
nach kann nicht AB <C CD seyn. 

Wäre nun ferner AB> CD: so wÄrde b oberhalb D fallen, und 
wiederum einen Triangel von zween rechten Winkeln geben. Dem- 
nach kann auch nicht AB > CD seyn. Demnach ist nofchwendig 
AB=CD. Und so fällt b auf D; und es ist zugleich auch 
BFE = DFE = 90». Demnach auch AB ^ FF. 

Auf eben diese Art wird erwiesen, dafs BD = AC sey, wenn 
man durch die Mitten TOn AB eine senkrechte Linie zieht. 
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Fig. xin. 



§. 41. 

Es seyn wiederum (Fig. XIIJ. und XIV.) AC, BD, AB, CD gerade 
Linien, und in A, B, C, B rechte Winkel. Auf ^C nehme man jeden be- 
liebigen Punkt E, und richte aus 
demselben jE'JF' senkrecht auf: so wird 
EF = AB = CD, und in F werden 
rechte AVinkel seyn. 

Man halbirc [nämlich] AE in 
G, CE in J, und richte in G und J 
Perpendikularen GH, JK auf. Setzt 
man mm, es sey EF> AB: so mache man EL = AB; und | sosa 
wird auch EL = CD seyn (§. 40). Man ziehe HL, KL: und so ist 
HLE = HBA=^90Gr. Ingleichem Äi_E = Äi)6'= OUGr. welches 
klar erhellet, wenn man die Figur längs den Linien GH, JK 
zusammenlegt. Hieraus folgt aber, in Absicht auf die 13de Figur 
dafs HLK eine gerade Linie sey. Da nun auch HK eiaie gerade 
Linie ist: so wurden zwo gerade Linien einen Kaum schliefsen, wel- 
ches nicht angeht. Demnach kann L nicht unterhalb, und aus glei 
ehern Grunde auch nicht oberhalb F fallen. Und so müssen noth- 
wendig EF = AB = CD, 
und in F rechte Winkel seyn. 

In Ansehung der 14ten 
Figur folgt eben dieses, weil 
sich aus Einem Punkt L 
nicht zwo Linien LH, LK 

senkrecht auf EL ziehen lassen. Demnach mufs L in F fallen; 
so sind in F rechte Winkel, und es ist EF = AB = CD. 
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Hiedurcli ist neu die erste Hypothese (§. 39.) zureichend charak- 
terisirt, weil alle Perpendikularen FE^AB, und in F reclitwink- 
licht sind, sobald irgendwo 4 rechte Winkel A, Ti, C, D vorkommea. 

§■. 43. 
Es seyn nun wiederum (Fig. XV.) A, B, C, J) rechte Winkel. 
Durch jeden Punkt K werde B.KL schief gezogen. Aus K falle KF 
auf CA senkrecht; und es werde EG ^ FF nach Belieben an- 
genommen, und in G, F Perpendikularen GJ, FL aufgerichtet: 
so werden die beyden Triangel 
JHK, MLK einander gleich und 
ähnlich seyn. Denn \a.J,M sind 
rechte Winkel (§. 41.); und ,TK 
ist ^ GE ^ FF ^ KM; und 
" " Fi^^xv, ^'" " JKH^MKL (^.36. 51.). 

§■ 44. 
Da nun hierhey ferner 6' J= EK= FM ist (§. 4t.): so sind die 
Linien GS, EK, FL, jede um gleich viel länger als die nächst vor- 
hergehende. Oder es ist 

EK= GH+ HJ. 
FL = EK'{-LM= EK -f HJ. 
Demnach 

FL=GH-ir 2HJ 

.32 §. 45. 

Man ziehe ferner durch H die Linie UN auf GJ senkrecht. Da 
nun G, J, K, E rechte Winkel sind: so ist auch iiJV"= JK, und in 
N sind rechte Winkel (§. 41.). Demnach ist auch JH= KN (§. 40.). 
Und damit sind die Triangel JKH, NHK einander gleich und cim- 
lich. Demnach ist der Winkel HKN^JHK= KLM. 

§.46. 
Hieraus folgt femer, dafs, aus welchem Punkt h man auf GC 
eine Linie senkrecht f^Ue, der Winkel Hke^= HKE seyn werde. 
Denn cA', in m verlängert, durchschneidet JK recht winklicht; imd 
eben so sind auch in n rechte Winkel {§. 41.). F&llt man femer ki 
aus h auf JG senkrecht: so ist auch ikn = 90 Gr. und damit ih = Hn. 
Demnach sind die Triangel ihH, nhH einander gleich und ihnhch, 
und folglich der Winkel Hke = HKE. 
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§. 47. 
Daraus wird ohne Muhe die Folge gezogen, dafs die Linieu LH, 
CG, gegen G verlängert, einander durchschneiden müssen. Denn weil 
die Linien FL, EK, GH, &e immer um einen gleichen Theil LM 
kürzer werden: so mfesen die Punkte L, K, H, &c einmal unter CG 
kommen. Dafs der Durchschnittswinkel heyder Linien LH, CG jeden 
Winkeln JKH, ihH, &e gleich sey, folgt ebenfalls ohne Muhe. 

§. 48. 

Die Sache läfst sich nun folgendermassen umkehren. 

Es seyn G, F, rechte Winkel, und die Winkel JHL, HLF 
spitze, aber einander gleich; so wird jeder Winkel 

Hlce = JHL = HLF 
seyn. Denn man halbire GF in E. Aus E richte man EK senk- 
recht auf; und durch K ziehe man JK ebenfalls senkrecht: so ist 
erstlich GJK^FMK, und JK=MK. (§.30.) lis,a-ix^JKH^ MKL, 
und JHK ^ KLM ist: so sind die Triangel HJK, LMK einander 
gleich und ähniich; demnach der Winkel HJK ^ LMK; demnach 
auch LMK = KMF = 90 Gr. 

Da nun solchergestalt in J, M, G, F, rechte Winkel sind: so33 
folgt schlechthin und durchaus Alles was vorhin (§. 43 — 47.) über die 
Figur gesagt worden. Jede Winkel Hhe sind = HKE\ und die 
Linien LH, FG, gegen G verlängert, schneiden sich unter einem 
Winkel, der dem Winkel JKH oder jedem Winkel ihH gleich ist. 

§. 49. 
Es kann femer die Sache noch auf folgende Art umgekehrt werden. 
Man setze GE = EF. In G, E, F, seyn rechte Winkel. Die 
.Linie HL sey gerade; und es sey 

FL- EK=BK— GH. 
Man trage GH in FF, uud EK in FM, und ziehe KM und KP: 
so werden die Winkel 

HKE=QKL^PKE, 
ingleichem die Winkel EKM=FMK, und QKM^ LMK, uud 
LM^MP seyn. 

Denn HKE, QKL sind Scheitelwinkel; demnach sind sie einander 
gleich. Wird ferner die Figur längs der Linie EK zusammengelegt: 
so -fällt G auf F, GH auf FF; demnach KH auf KP, und folglich 
EKH auf EKP; und so ist 

EKH^EKP^ QKL. 
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Dafs ferner EKM^'FMK, und QKM ^ LMK sey, folgt aus dem 
§. 30, wenn man sich eine, mitten auf EF errichtete Perpendikulare 
und längs derselben die Figur zu- 
sammengelegt gedeuH. Endlich 
ist PM==ML, weil 
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ML==FL-^ EK, 

Mg. XV. PM=^EE—GH 

ist, und weil vorausgesetzt worden, dafs 

FL — EK=EK~GH 
sey. 

Nun sage ich ferner, dafs EKM, FMK rechte Winkel sind, und 
folglich damit Alles gilt, was vorhin f§. 43. und folg.) über die Figur 
gesagt worden. Der Beweis, dafs KMF ein rechter Winkel sey, 
gr'Sndet sich auf einen Lehnsatz, den ich im folgenden Paragraph vor- 
tragen werde, um hier die Ordnung der Gedanken nicht zu unter 
brechen. 

Man setze demnach, die Winkel in Üf seyn schief, z. E.jK'JK" P<90 Gr.: 
so wird KML > 90 Gr. seyn. Daraus folgt über, dafs, weil KM^KM- 
und ML = MF ist, der Winkel LKM < MKF sey. (§. seqq.) Dieses 
334 gehet aber ] nicht an. Denn vermöge des vorhin erwiesenen ist 
QEM=LMK, demnach > 90 Gr.; und EKM = KMF, demnach 
< 90 Gr. Da nun also 

(JKM>FKM 
und hingegen 

QKL =- EKP 
ist: so bleibt, wenn man abzieht, 

LKM> FKM. 

Setzt man hingegen KMP>^OGr.: so wird KML <90 Gr. 
seyn. Und damit ist auch MKE> QKM, und folglich, wenn man 
QKL = EKP abzieht, bleibt FKM > MKL. Da nun aber KMF>KML 
gesetzt worden, und KM ^ KM, ML = MP ist; so folgt hieraus, 
dafs der Winkel FKM <^MKL seyn müfste; welches aber mit dem 
erst gefundenen FKM > MKL nicht bestehen kann. 

Demnach läfst sich weder KMF > 90 Gr. noch KMF < 90 Gr. 
setzen; und so müssen in Jlf rechte Winkel seyn. Da nun EKM=FMK 
erwiesen worden: so ist auch EKM ^ 90 Gi. Und so, weil in K, 
M, F, E rechte Winkel sind, gilt Alles, was §. 43. und folg. von der 
Figur gesagt worden. LR, FG, verlängert, laufen auf der Seite' G 
zusammen, und durchschneiden sich unter einem Winkel, der jeden 
Winkeln ikR, JKH, LKM, tc. gleich ist. 
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§. 50. 

Der Lehosatz, von welchem erst die Rede war, ist folgender. 

Die Linien EM, PL (Fig. XVI.) durchschneiden sich in M schief; 
und es sey MF = ML. Man ziehe KL, KF: so wird, ■wenn 
KML > 90 Gr. ist, LKM<FKM aeyn. 

Aus L falle Lq auf KM senkrecht; und ehen so werde aus F 
die Linie Fr durch KM senkrecht gezogen, und pr =^pP gemacht. 
Da. nun pMF = qML, PM== ML, 
und in p, q rechte Winkel sind; so 
sind die Triangel pFM, qLM ein- 
ander gleich und ähnlich. (§. 36.) 
Demnach ist 

Lq = Fp ^ pr. 
Wild also durch rL eine gerade Linie 
gezogen: so läuft diese mit KM auf 

keiner Seite zusammen. Denn zieht man durch M die | Linie MRss 
auf KM senkrecht, und legt die Figur längs MB zusammen: so fällt 
p auf q, pr auf qL, und Er auf EL. Demnach sind in E rechte 
Winkel. Damit ist nun rKM>LKM. Da aher rKM=PKM 
ist: so ist auch FKM> LKM. Und dieses war zu beweisen. 

§-51. 

Man sieht aus dem bisher gesagten, dafs ich nicht nur die erste 
Hypothese und ihre Folgen für sich betrachtet, sondern auch einige 
andre zugleich mitgenommen habe, welche sowohl bey derselben zu- 
gleich statt haben und eine Folge davon sind, als auch dieselbe nach 
sich ziehen, und in beyden Absichten, das will sagen, gerade und 
umgekehrt damit verbunden sind. 

Man kann auch leicht voraus sehen, dafs ehen dadurch die beyden 
andern Hypothesen sehr merklich eingeschränkt und näher bestimmt 
werden; weil dabey nothwendig alle die Möglichkeiten ausgeschlossen 
bleiben, wodurch man auf die erste Hypothese verfaUen würde, 

■ üebrigens ist bey der ersten Hypothese besonders merkwürdig, 
dafs ein einziges Bectangel alle andre von jeder Grosse und Vcrhält- 
nils der Seiten nach sich zieht; und dafs ebenfalls ein einziges Tra- 
pezium GHLF (Fig. XV.), wo G, F rechte Winkel sind, und 
ISL = HLF ist, sowohl die Rectangel als jede andre Trapezia und 
zusammenlaufende Linien zur Folge hat; und dafs Alles dieses sich 
ebenfalls einfindet, wenn auch nur in Einem Fall 

FL — EK=KK~ GS 
ist. 
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Zwote Hypothese. 

§. 52. 

Da ee aber bey Allem, was über die erste Hypothese gesagt 
worden, unausgemaeht bleibt, ob dieselbe möglich oder unmöglich, 
wahr oder falsch ist: so werde ich zu der andern Hypothese fort- 
schreiten, und ihre Symptomata untersuchen. 

Bey dieser sind in A, B, C, c 
(Fig. X.) rechte Winkel; BBC aber 
wird stumpf gesetzt. | Da nun wegen 
der rechten Winkel in A und B, 
j,. ^ auf beyden Seiten der Linie AB, 

Alles einerley Bewandtnifs hat : so 
wird es, überhaupt betrachtet, genug seyn, die Symptomata für die 
eine Seite zu beweisen, und es, wo etwan beyde Seiten in Betrach- 
tung gezogen ■ werden miissen, ausdrücklich 



§. Ö3. 
Es seyn nun in A, B, (Fig. XVTI.) rechte Winkel; und so auch in 
C, E, G, &c. Der Winkel Z» oder BBC sey stumpf: so ist erstlieh 
BC <, AB. Denn man setze 
CB = AB. Man halbire 
AC und richte die Perpen- 
dikulare Jlf.Wauf Wird nun 
nach dieser die Figur zu- 
sammengelegt: so ßJlt A auf 
C, AB auf CD; demnach iVS auf NB\ und so wäre NBC-^ NBA; 
der Voraussetzung zuwider, dafs B ein rechter, B ein stumpfer Winkel 
sey. Wollte man CB > AB setzen: so wurde auf eben die Art er- 
hellen, dafs NBC -C NBA seyn müfste; welches noch mehr der Vor- 
aussetzung zuwider wäre. Demnach ist CJ) < AB. 
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Auf eben die Art erhellet, dafs auch BB <[ AC sey, wenn man 
mitten durch AB eine senkrechte Linie zieht. 

§■ 55. 
Femer, so viel man auch auf AG senkrechte Linien EF, GH 
aufrichtet, oder aus BH auf AG herunterfällt, werden sie sämtlich 
unter sich ungleich seyn; oder man findet nicht zwo, die einander 



y Google 



3) Theorie der Parallel- Linien. Zwote Hypothese. §. 52—57, 187 

gleich wären. Es versteht sich, dafs sie auf gleicher Seite des Striches 
AB genommen werden. (§. 52.) 

Man setze, es sej z. E. EF ^ GH. Wird demnach mitten auf 
EG die senkrechte Linie JK aufgerichtet, und die Figur l&ngs der- 
selben zusammengelegt: so wird KF auf KH Ml&n. Demuach werden 
in K rechte Winkel seyn. Damit ist aber auch D ein rechter Winkel. 
(§, 41.) Da nun dadurch die Voraussetzung umgestossen wird: so 
kann auch nicht EF ^ GH seyn. 

§. 56. 33T 

Es sind aber nicht nur die Senkstriche CD, EF, GH durchaus 
ungleich, (§. 55.) sondern jeder von AB entferntere ist kleiner als 
jeder nähere. 

Man setze erstlich, es sey EF> CD. Da nun auch AB> CD 
ist: so giebt es zwischen AC und zwischen CE nothwendig solche 
Perpendikularen, die einander gleich sind; weil sonst die Linie BF 
sich sprungsweise von AE entfernen raöfste, um in F wiederum ent- 
fernter zu seyn, als sie in D war. Nun aber ist ein solches Ent- 
fernen der Natur der geraden Linie, die Gleichheit der Perpendiku- 
laren aber dem vorhergehenden g. 55 zuwider. Demnach kann auch 
nicht EF> DC seyn. Da nun auch EF = DC nicht angeht (§. 55,): 
so muss EF<DC seyn. 

Ist aber EF<DC: so wird auf eben die Art erwiesen, dafs 
auch HG < EF sey. Denn man setze, es sey HG > EF: so giebt 
es zwischen EG und zwischen AE nothwendig solche Senkstriehe, die 
einander gleich sind; weil sonst die Linie .B.H"sieh sprungsweise von AG 
entfernen müTste. Nun kennen aber auch nicht zween Senkstriehe ein- 
ander gleich seyn. Demnach geht es nicht an, dafs GH> EF sey. 
Da nun auch nicht Gi/= EF seyn kann (§. 55.): so ist nothwendig 
GH<EF. 

§. 57. 
Ich habe diesen Beweis auf das Gesetz der Continuität gegründet, 
weil ei sich auf diese Art am kürzesten vortragen läfst. Ich glaube 
auch nn,ht, dafe er dadurch minier evident und schlufsig sey, als wenn 
ei auf die Euklidischen Grundsätze wäre gebaut worden. Indessen 
läfht er sieh allerdings auch darauf grÄndeu. 

Es sejn m A, S, E, G, (Fig. XVin.) rechte Winkel. Die Linie BH 
[seyl geiade, (welches sich zwar f&r sich verstehet, aber der Um- 
stände wegen erinnert werden mufs) AB sey grosser als EF und GH; 
hingegen GH grosser als EF. Man halbire AG in N, und EG 
in M. Aus N, M richte man Perpendikularen Nn, Mm. auf. Femer 
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18 mache | man Gly = AB, und Gf = ^F, und ziehe «&, ingleichem /"»m 
bis in j) verlängert. Endlich ziehe man aus f die Linie j)P auf ^IG 
senkrecht herunter; und in- 
dem man QN = NF, und 
BM^Ml* macht, richte 
man in Q, R, die Perpendi- 
kularen Qq, Br auf. 

Ich sage, es sey Qq = Hr. 
Denn, legt mau die Figur 
längs der Linie Nn zusammen: so fallt ÄS auf Gh, und Qq auf Pp. 
Legt man aber die Figur längs der Linie Mm zusammen: so fällt EF 
auf Gf, und Pp auf Rr; oder mr auf mp, wenn man MG auf Jf£ 
legt. Demnach ist Pp = Br. Da nun auch Pp =^ Qq ist: so ist 
Br = Qq. Das üebrige des Beweises ist nun wie §. 56. 



Was nun erst in Ansehung der Senkstriche EF, GH,kc (Fig.XVIL) 
erwiesen worden, gilt auch in Ansehung der Winkel F, H, &c. Sie 
sind sämtlich stumpf, durchaus ungleich, und jeder von B entferntere 
z. E. H, ist stumpfer, als jeder nähere F. 

Dal's sie sä,mtlich stumpf sind, erhellet ohne Möhe daraus, dafs 
jede GH<AB ist. Auf diese Art fällt AB (Fig. XVIII.) beym Zu- 
sammenlegen [längs der Linie Nn] auf Gh. In b sind, \ne iu B, rechte 
Winkel. Und so ist in dem Triangel nbH der Winkel nHb<9ü Gr. 
Demnach nEG > 90 Gr. 

Dafs ferner alle die Winkel BFE, BHG, &c von ungleicher 
Grösse seyn müssen, erhellet aus dem §. 48. Denn man setze z. E. 
BFE = BHG: so sind JFE, JHG spitze und einander gleich. Da- 
mit aber laufen die Linien BH, AG gegen G zusammen; und es ist 
auch JBÄ == JFE. Demnach JBA < 90 Gr. Eeydes der Voraus- 
setzung zuwider. Demnach kann kein M'inkel JFE einem andern 
JHG gleich seyn. 

Dafs endlich jeder entferntere Winkel BMG stumpfer seyn müsse, 
als jeder nähere BFE, folgt wiederump,us dem Gesetze der Continuität. 
Denn wäre BHG weniger stumpf als BFE: so wurden zwischen BF 
39 und i^fi^ noth wendig Winkel vorkommen, die gleich] stumpf wären; 
und so wurden BH, AG gegen G zusammenlaufen, und in B gleich 
schiefeWinkel seyn. (§-48.) Demnach mufs durchaus BHG> BFE seyn.*) 

{Lamherts Zusatz zu §. 58 auf einem tesontleni Blatte) 
*) „Der eigentliche Beweis ist ibleen'ler: 
„5 J'i? (Fig. XVIII.) aey stumpfer alsiJ und If. Man lege die Figur wie §-57. 
fällt F in f imter R. Femer B in B über F; (ea mag aua 
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Man kann dieses Letztere auch auf folgende Art beweisen. Auf 
HD CFig.XlX) nehme man die Distanzen HG, GF, FE, EÄ, AB, 



BO, CD, &c gleich und so klein man will. Aus allen diesen Punkten 
richte man Perpendikularen auf, und ziehe RP durch FJ rechtwink- 
Ijeht: so werden, unsrer zwoten Hypothese zufolge, die Winkel JMA, 
JNB, JQC, JPB, &c ingleichem anf der andern Seite die Winkel 
JKF, [JLG\, JRH, &e sämtlich stumpf, und die auf beyden Seiten 
von EJ gleich entfernten gleich seyn. (§. 30.) Man ziehe nmi durch 
M die Linie rp auf AM senkrecht; so ist ebenfalls EiM = MnB, 
FkM^MqC, GIM = MpB, &c. Da nun MJE ein rechter 
Winkel ist: so ist MiF, und damit auch MnB und MNB noch 
mehr stumpf, Nun ist MNB = MLG; daher MIG = MpD noch 
mehr stumpf als MnB. Und eben so MFD noch mehr stumpf als 
MpB-, folglieh noch viel mehr als MnB, kc. Ferner, da MKF > 90 Gr. 
ist: so ist auch MkF=^ MqO noch stumpfer. Und da MQC^ MqC- 
so ist auch MQC noch viel mehr stumpf, und damit auch MBH 
= MQC und um so mehi noch MrH, &c. 

Man «leht leicht, daf') auf eben die Art immer fortgeschlossen 
werden kann, und demnach die 'Winkel M, N, Q, P, &c desto mehr 
stumpf sind, jf mehi sie j von J entfernt sind. Dafs eben dieses von 340 
jeden zwischen M, N, Q, P, iic fallenden Winkeln gelte, folgt daraus, 
dafs AB, BC, OD, &c so klein angenommen werden können, als 
man will. 

§. 60. 

Es ist ferner merkwürdig, dafs diese in Einem fortgehende Ver- 
grosserung der stumpfen Winkel M, N, Q, P, &c nicht nur von der 
absoluten Länge der Linien EA., EB, FC, ED, &c sondern auch von 
der absoluten Länge der Perpendikularen EJ, AM, BN, &c abhingt. 

Um dieses noch zu zeigen: so seyn in A, B, C, D, E (Fig. XX.) 
rechte Winkel, und AB = BC = AD ^ DE. Demnach sind, ver- 

„fibec oder unter H seyn.) Demnacli sind (eben so wie §. 57.) Pp =^ Rr = Qq; 
„welches die Hypothese umstufst, ic." 

„Auf eine a,hnliche Art wird g. 6S. verfahren." [Es seheint, dafs Lawibert 
auch hier versueht hat, den Beweis unabhängig von dem Gesetze der Continaitat 
zu führen. So wie der Zusatz lautet, ist er uns freilich unverständlich geblieben.] 
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m5ge unsrer zwoten Hypothese, die Winkel G, H, F, J sämtlicli 
stumpf; imd zwar S> G, und eben so J> S; demnach um so 
mehr J> G. Nun sind J und G nur darin verschieden , daft 
AE ^ AC doppelt so grofs angenommen 
worden, als AI) = AB. Man sieht daraus, 
wie mit jeder Verdoppelung die Winkel G, 
J stumpfer worden. Eben dieses gilt, wenn 
auch AE = AG schlechthin nur grosser als 
Aü = AJS genommen wird. 

§. öl. 
In dieser Figur ist ferner AD > GB, 
und GB>CS. (§, 56.) Man trage CS aus 
.4 in Ä, und ziehe Gh. Legt man nun die 
Figur längs der Linie BF zusammen: so fällt GH in Gh. Da nun in 
B rechte Winkel sind: so ist Gh > GD. Demnach [wegen GB = GB] 
auch GH> GB. Da mmGB> CH ist: so ist um so mehr noch GH> GH. 
Auf gleiche Art wird man FJ> EF finden. Hingegen ergiebt 
sich 7^J'<GF daraus, dafsJ-F=J-ff, GF = GH, und FGH<FJH 
ist. So wird man auch, wenn man AG, GC zieht, die Winkel BAG, 
GAB, GCB einem halben rechten Winkel gleich, und hingegen 
J.(?C=DG.B>90 Gr. finden. !C. — 

Ich halte mich aber bey solchen Folgen, die leicht noch weiter 
können getrieben werden, nicht mehr länger auf, sondern werde die 
341 bisher betrachtete Hypothese nun von der widersprechenden Seite zu 
zeigen vornehmen. 

§. 62. 
Diese widersprechende Seite liegt nicht blofs darin, dal's die von 
ylB(Fig.XV]I.) entferntem Senkstriehe -Ei*', Gif immer kurzer werden. 
Denn man konnte gedenken, dafs sie auf eine asymptotenmäfaige Art 
sich verkurzen, ohne jemals 
= oder gar negativ zu 
werden. Hingegen thun die 
immer stumpfer werdenden 
Winkel F, ifmehr zur Sache. 
^'»' ^'^'"- Denn daraus wird erhellen, 

dafs sich BH gegen A G ungefähr eben so wie ein Cirkelbogen nähern 
mufste, dessen Mittelpunkt unter A ist, und dessen Diameter bis in 
B reicht. Ein solcher Cirkelbogen nehmlich durchschneidet noth- 
wendig die Linie A(?. Eben dieses wird sich nun auch von der Linie 
BH erweisen lassen. Da nun wegen der rechten Winkel in B, A 
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kein solcher Durchschnitt statt haben kann: so folgt fär sich, dafs 
unare zwote Hypothese dadurch werde aä absuräum gebracht seyn. 
Die Art, wie dieses geschehen kann, ist nun folgende, 

§. 63. 

Es seyn in A, B, (Fig. XXI.) rechte Winkel. Auf AG nehme 
man nach Belieben drey Punkte E, F, G, so dafs EF = FG sey, 
und richte aus denselben 
die Linien EH, FJ, GK 
senkrecht auf: so ist' zu 
beweisen , dafs allemal 
En—FJ<FJ—GK 

oder __ 

FJ-GK>EH^FJ 
sey, wenn die bisher betrachtete zwote Hypothese wahr ist. 

Nun sind, dieser Hypothese zufolge, die Winkel SHE, ßJF, 
BKG nicht nur stumpf; sondern es ist BKG > BJF, und ßJF>BRE. 
Zieht man demnach durch J die Linie LM senkrecht auf JF: so 
geht sie unter H und aber K durch; und es ist EL =^ GM. (§. 30.) 
Man mache nun GN ^ EH, und ziehe JN: so wird, wenn man die 
Figur längs der Linie FJ zusammenlegt, FE auf FG, EL auf GM, 
EH auf GN, demnach JL auf JM und JH auf JN fallen; und die 
Winkel HJL, MJK, NJM | werden gleich seyn. Da nun BHE<BKG: 342 
so ist EHJ>JKN. Es ist aber FMJ^'JNK. Demnach ist 
JNK > JKN. Damit aber ist auch JK > JN. 

Man mache Jn = JK, und ziehe Mm so ist der Winkel JMK 
= JMn. Demnach ist JMK stumpf. Demnach, ebenfalls vermßge 
der zwoten Hypothese , GM ^ EL kleiner als FJ. Ferner, da 
JNG = JHE ein spitzer Winkel ist: so ist nNM stumpf; und da- 
mit ist Mn > MN. Es ist aber Mn = MK Demnach ist auch 
MK> MN; und eben so, weil MN^LHisi: so ist auch MK> LH. 
Demnach 

GM— GK> EH— EL 
Nun aber ist 

GM=EL. 
Demnach 

GM— GK>EII—GM. 

Es ist aber, vermöge des erst erwiesenen, 

FJ > GM. 

2 FJ> 2 GM. 



Folglich 
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Demnach, wenn man addirt, 

GM-^^FJ^GK>2 GM-\-EH—GM. 
Und folglich 

2Fj—gk>j<:h; 

Oder 

FJ—GE>EH—FJ. 

Und dieses war zu beweisen. 

§. 64. 
Die Perpendikel ES, JF, KG, &c nehmen demnach nicht etwan 
nur gleichförmig, sondern immer stärker ab. So klein demnach auch 
die Abnahm.e seyn mag: so mufs, wenn nran fortfährt in gleichen Ent- 
fernungen EF, FG, Perpendikularen aufzurichten, die Summe der 
Abnahmen nothwendig einmal anfangen grosser als AS zu werden. 
Und da dieses nicht geschehen kann, es sey denn, dafs die Linie BK, 
bis dahin verlängert, sich unter die ebenfalls verlängerte AG herab- 
sente: so wird dadurch offenbar der Satz, dals BK, AG wegen der 
rechten Winkel in A, B nicht zusammenlaufen, umgestossen. Da sich 
aber dieser Satz nicht umstossen läfst: so fäljt die zwote Hypothese 
43 ins Unmögliche. Sie wird aber | noch viel unmittelbarer dadurch un- 
gereimt, dafs die Linie BK auf beyden Seiten des Senkstriches AB 
sich unter die Linie GA herabsenken, und demnach die zwo Linien 
BK, AG einen Raum schliefsen mfifsten. — 

Lalst uns nun noch sehen, was aus der dritten Hypothese werden wird. 

Dritte Hypothese. 

§. 65. 

Man kann nun nach der Betrachtung der beyden ersten Hypo- 
thesen voraus vermuthen, dafs bey der dritten immer spitzere Winkel 
und immer grösser werdende Perpen dikularen zum Vorsehein kommen 
werden. Hingegen läfst es sich eben daher auch nicht voraussehen, 
wie diese Hypothese in Absicht auf die Möglichkeit werde geprdft 
werden können. Ich werde demnach die Sache beschreiben, wie ich 
sie gefunden habe. 

§. 66, 

Es seyn wiederum iu A, B, C, (Fig. XVII.) und so auch iu jeden 
Punkten F, J, G, kc rechte Winkel : so ist bey der dritten Hypothese 
der Winkel D oder BBC spitze. (§. 39.) Die erste Folge, die wir 
daraus ziehen, ist, dafs DC>ABiät Denn wäre CD^AB. so 
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würde eben so wie §.53. folgen, dafs BDC ein rechter Winkel wäre. 
Und dieses wurde der Voraussetzung zuwider seyn. Wollte man 
aber CD<AB annehmen: 
so wurde, wenn man die 
Figur längs der mittlem Per- 
pendikulare MN zusammen- 
legt, A auf C, B aber über 
D hinauf fallen; und damit 
würde NI>C>90Gt. seyn; welclies der 
zuwider wä,re. Demnach ist CD > AB. 
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Voraussetzung noch mehr 



Auf gleiche Art ist auch BD>AC. 



§- 68. 

Femer sind Jede andre reiiiendikiilareii EF, GH, nicht nur 
grösser als AB; sondern es ist keine der andern gleich, und jede ent- 
ferntere GS ist grösser als jede liihore EF. 

Man setze erstüch, es sey GH^ EF. Mitten j auf EG errichte 344 
man JK senkrecht : so sind in K rechte Winkel; und damit sind auch 
in D rechte AVinkel. (§. 41.) Nun ist aber, vermöge der Hypothese 
B ein spitzer Winkel. Demnach läfst sich nicht GH=EF setzen. 

Man kann aber ferner auch nicht EF < DC setzen. Denn da 
CB > AB ist: so würden nothwendig zwischen AC und zwischen GE 
Perpendikularen vorkommen, die einander gleich wären. Da nun dieses 
dem erst erwiesenen zuwider ist, und aus gleichem Grunde auch nicht 
EF= CD seyn kann: so ist EF> CD. Auf gleiche Art folgt auch 
dafs GH>EF seyn müsse. Und so ist auch jede zwischen A, C 
fallende Perpendikulare grösser als AB, und kleiner als CD. &c. 

Ich habe hierbey ebenfalls wiederum wie oben (§. 5l5.) das Gesetz 
der Continuität gebraucht. Will man aber lieber den Beweis auf 
die Euklidischen Grundsätze 
bauen: so kann dieses auf 
eine der im §. 57, ang( 
uen durchaus ähnliche Art 
geschehen Denn min wud 
finden, dafs lür gegenwj.r 
tigen Fill, m dei 18den 

Figui h unterhalb, f ibei oberhalb H, und damit auch p unter Fm 
k6mmt, und daduich an dem "^atze Qq = 7fr nichts geändert wird. 
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§. 69. 

In Ansehung der Winkel B, F, H, &c (Fig. XVJL): so sind hier 
nicht nur alle spitze, sondern auch alle ungleich ; und jeder entferntere 
H ist spitzer als jeder nähere F. 

Dafs alle spitze sind, folgt daraus, dafs alle Perpendikularen 
grösser als AS sind, ohne Mühe, wenn man, z. E, in Absicht auf den 
Winkel F die Figur so zusammenlegt, dafa F auf A falle. Denn so 
wird F oberhalb B fallen; und da in B rechte Winkel sind: so mufs 
BFF< 90 Gr. seyn. 

Dafs ferner nicht zween Winkel F, H gleich spitze sind, folgt 
aus dem §. 48, weil die Linien HF, GE, gegen A -verläjigert, sich 
durchschneiden, und in B schiefe Winkel seyn würden. Da nun dieses 
der Voraussetzung zuwider: so kann auch nicht F ^ S seyn. 
i5 Endlich kann auch nicht II> F aeyn. Denn wo dieses wäre: 
so würden zwischen BF und zwischen FS Winkel vorkommen, die 
einander gleich wären; und damit würde auch F =^ H seyn. (§. 48.) 
Demnach mufs S<i_F seyn. 

Man kann, um dieses ohne Zuziehung des Gesetzes der Continuitit 
zu beweisen, eben so wie §. 59 verfahren, wenn man in der 19den 



Figur in i rechte Winkel, und iMA < 90 Gr., JMA aber = 90 Gr. 
setzt. Denn so wird FJM^= MNB spitze, und damit MnB = MIG 
noch kleiner, und eben dadurch MLG = MPD noch mehr kleiner. !C. 

§. 70. 

Aus dem aber, dafs die entferntem Winkel immer spitzer werden, 
folgt nun femer, dafs die Perpendikularen mit der Entfernung von A 
(Fig. XVII.) nicht etwan nur gleichförmig, sondern immer mehr grosser 
werden, so dafs sieh BH, verlängert, von AG, ebenfalls verlängert, 
dergestalt entfernt, dafs die Perpendikularen grösser werden, ala jede 
gegebene Grosse. 

Es seyn in A, B (Fig. XXII.) rechte Winkel. Man nehme nach 
Belieben die Punkte F, F, tr, so dafs EF = FG sey, und richte aus 
denselben die Perpendikularen FH, FJ, GK auf: so sind ,'^ vermöge 
nnsrer dritten Hypothese BHF, BJF, BKG spitze Winkel, nud 
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jeder folgende spitzer als der vorhergehende. Zieht mau demnach 
durch J die Linie LM auf FJ senkrecht: so geht LM oberhalb S 
und unterhalb K durch, weil HJF < 90 Gr. ist. 
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Man mache GN = EH, und ziehe JNn. Da nun EL=GM 
ist (§. 30.): so fällt JV unterhalb M. Und indem man die Figur längs 
der Linie FJ zusammenlegt, wird JH auf JN, JL aber auf JM fallen; 
und die Winkel LJK, KJM, MJN werden gleich eeyn. Denn LJM 
filUt beym Zusammenlegen auf MJN; und LJH, KJM sind Scheitel- 
winkeL Da nun ferner JHE auf JNG fällt: so ist JNG = JHE; 
demnach auch JNK = BHE. Nun aber ist BHE> JKN; \ dem- 34 
nach ist ebenfalls JNK > JKN. Daraus folgt aber JK > J"JV. Man 
mache also Jn = JK, und ziehe Mn: so ist Mn = MK, und der 
Winkel JMK = JMn stumpf; demnach JMG spitze. Dadurch ist 
aber, ebenfalls vermöge der dritten Hypothese, G M'> FJ, und damit 
auch EL > FJ, weil EL = GM ist. Da nun ferner JNM ^ BSE 
spitze ist: so ist MNn stumpf, und damit Mn > MN. Es i.st aber 
Mn = MK, MN=LS; demnach KM> LH; und damit 

GK— GM > EL ~ EH. 
Nun aber ist 

GM=EL. 
Demnach 

OK— GM> GM— EH. 
Da nun, vermöge des erst erwiesenen, 

GM>FJ, 

UDd 

2 GM>2FJ: 
so ist, wenn man addirt, 

GK-j-2 GM- GM> GM -{- 'iFJ— EH 



Folglich 
oder 



GK>-2FJ-EH; 

-EH. 



GK—FJ>FJ- 
Demnach wächst bey gleich zunehmenden Entfernungen AE, 
AF, AG, die Perpendibulare G K in Absicht auf FJ um ein mehrers 



y Google 



19ß Joh. Heinr. Lamberts Theorie der Parallellinien. 

als FJ in Absicht auf EH. Da nun dieses vod jeden folgenden Ent- 
fernungen gilt: so wird die Summe aller Zunahmen oder Incrementen 
endlich grosser als jede gegebene Grßfae. 

§. 71. 

Dadurch fallt nun der Unterschied zwischen einer geraden und 
krummen Linie eben so weg, wie bey der zwoten Hypothese. (§. 64.) 
Indessen, da es sich bey der zwoten Hypothese dadurch erweisen Hefa, 
dafs sich die Linie BK auf beyden Seiten des Senkstriehes AB unter 
die Linie AG herabzog: so hat man bey der dritten, wo sich BE 
von AG- auf beyden Seiten unendlich entfernt, nichts dergleichen zu 
befahren. Es macht aber eben dieses Entfernen, dafs, wenn man ja 
347 noch emen andern Beweis j der Unmöglichkeit der dritten Hypothese 
verlangt, derselbe auf eine andre Art gefunden werden mufs. 

Ich merke inzwischen an, dafs vermittelst der §. 64 und 70. eine 
Menge von Einwendungen wegfallt, die man sonst wider die Parailel- 
linien und deren von verschiedenen Geometern versuchte Beweise ge- 
macht hat. Denn die ganze Sache kömmt auf die bisher betrachteten 
drey Hypothesen an. Nach der erstem laufen die Linien BK, AG 
in immer gleicher Entfernung fort. Nach der zwoten durchschneiden 
sie sich auf beyden Seiten von AB. Nach der dritten nimmt ihre 
Entfernung auf beyden Seiten immer mehr zu, und wird grosser als 
jede gegebene Entfernung. 

Demnach fallen alle Einwendungen weg, die sich auf ein asymp- 
totisches Annähem oder auf ein asymptotisches Entfernen grdnden 
wurden; wobey nehmlich die Entfernungen EH, JF, GK, &c sich 
einer gewissen Grösse immer mehr näherten, ohne sie jedoch zu 
erreichen. 

Eben so fallen auch diejenigen Einwendungen weg, wobey die 
zwote Hypothese zum Grunde liegen oder vorausgesetzt wurde; wie 
z. E. wo zu drey rechten "Winkeln A, B, C der vierte H stumpf, 
demnach die Summe > 360 Gr. oder in einem Triangel die Summe 
der drey Winkel > 180 Gr. angenommen würde, IC weil die zwote 
Hypothese an sich wegfällt. 

§■ 72, 
In Ansehung des immer mehrern Entfemens, so bey der dritten 
Hypothese vorkommt, konnte man anstehen, ob die aus jeden Punkten 
E, F, G, &e aufgerichteten Perpendikularen die Linie BK alle noch 
schneiden, so grofs man auch AE, AF, AG, &c annehmen würde. 
Nun sehe ich zwar nicht, wie bey diesem Anstände BK eine gerade 
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Linie bleiben konnte. Indessen wenn e$ aucli wäre: so hat es auf die 
vorhergehenden Sätze keinen Einflufs. Die Vergrössernng , oder das 
Anwachsen der Perpendikularen, so weit diese nehmlich aus jeden 
Punkten H, J, K, &c auf AG können gefällt werden, wird da- 
durch I nicht nur nicht angefochten, sondern noch um desto merk-34 
licher. Und eben dieses findet auch in Ansehung der Winkel H, J, 
K statt, welche dadurch nicht nur bis auf einen bestimmten Grad 
sondern vollends bis auf kleiner werden wurden. 

§. 73. 

Bey der dritten Hypothese ist in jedem Triangel die Summe der 
drey Winkel kleiner als 180 Gr. Da sich jeder Triangel in zween 
rechtwinklichte zerfallen läfst, weil bey jedem uotliwendig wenigstens 
zween Winkel spitze sind: so werde ich diesen Satz erstlich von den 
rechtwinklichten Triangeln erweisen. 

Es sey ein solcher BÄE. Man ziehe HB auf J3A, und HE 
auf EÄ rechtwinklicht: so ist I}H> AE, imd JiFI> AB. {§. 66. 67.) 
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Trägt man demnach den Triangel BHE in EaB, so dafs BH in 
Ea, und EH in Ba falle: so fällt aB ausserhalb ABH, und aE 
ausserhalb AEH. Demnach ist der Winkel 

aBE> ABE, 
und 

aEB> AEB. 

Folglich, wenn mau addirt, 

aBE + aEB > ABE + AEB. 
Es ist aber die Summe dieser vier Winkel = 180 Gr. Demnach ist 

ßBJ? + ai?ß>90Gr. 
und 

AB'E-\-AEB<mQY. 
Folglich 

ABE + A EB + BAE < 180 Gr. 
Die Besorgnifs, als mochten BH, EH einander nicht schneiden, 
hat hier ebenfalls nichts zu s^en; weil, wenn es auch wäre, die 
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Linien Ba, Ea nur um so mehr iiocli ausserhalb BAE fallen 
wdrdeii. 

§. 74. 
Nun seyn in jedem Triangel AGC (Fig. XS.) die Winkel A, C 
spitze. Aus Q falle GB auf j4C senkrecht: 
so ist 

AGB-\- GAB-^ABG< 180 Ur. 
CGB + G6'£ + CBG < 180 Gr. 
Demnach die Summe 
AGC-\- GAC -\- GCA-^-JBG-}- CBG 

< 360 Gr. 
Es ist aber 
'-' ^BG+ C_ßG=180Gr. 

Demnach 
AGC -j- GAC ^ GCA< 180 Gt. 

§. 75. 
einem gleichseitigen Triangel ABC (Fig. XXIII.) die 
Winkel A, B, C gleich sind: so ist, bey 
der dritten Hypothese, jeder derselben 
kleiner als 60 Gr. 

§. 76. 
Man ziehe nun in einem gleichseitigen 
Triangel ABC aus jedem Winkel senk- 
rechte Linien auf die gegenüber stehende 
Seite; so werden sowohl die Winkel als 




die Seiten haibirt; und die Perpendikularen haben einen gei 
Durchschnittspunkt D. Alles dieses la-f^fc sich durch das Zusammen- 
legen der Figur längs jeder Perpendikulare leicht erweisen. Und 
eben daraus wird auch gefolgert, dafs die Winkel in D sä,mtlich 
gleich, und demnach jeder = 60 Gr. ist. Ferner, da der Winkel 
ACG<GAC: so ist aucli AG<GC, oder GC> AG. Hingegen 
wegen des rechten Winkels in G, ist AC> GC. Demnach ist die 
Perpendikulare zwar kleiner als jede Seite, aber grösser als die Hälfte 
einer Seite. 



Man beschreibe nun auf BD noch einen gleichseitigen Triangel 
BDd. Da nun auch in diesem jeder Winkel < 60 Gr. ist; (es ver- 
steht sich bey der dritten Hypothese:) so fJilt die Seite Dd innerhalb 
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BBF, weil BBF=m Gr. ist; und so mufs die aus B auf Dd 
fallende Perpendikulare Bf ausserhalb ABO fallen. Demnach ist 
D/'> Bg. Es ist aber, wegen des rechten Winkels in F, Bg^ BF\ 
demnach, um desto mehr Bf'> BF. Da nun I)f= -^ Bd = - BB 
= -^- BA ist: so ist ^BA>BF, und BÄ>2BF; demnach auch 
AF>ZBF, oder BF<_^^ AF. Dieses hat bey der dritten Hypo- 
these statt. Denn bey der ersten läfst sichs leicht erweisen, dafs 
BF= AF sey. Die zwote Hypothese, | wobey BF> ^ii*' seynsB^ 
wurde, fällt an sich weg. Und demnach kann BF wenigstens nicht 
grösser als AF seyii. 

§. 78. 
Ferner ist, bey der dritten Hypothese, in jedem Triangel KLM 
(Fig. XVL) die Summe zweener Winkel iÄ"lf + KLM kleiner als 
der aussen an dem dritten liegende 
Winkel iiffg. Denn es ist 
LMK+ LKM-\- KLM< 180 Gr. 
Hingegen 

ISO Gr. = LMK -\- LMq. 
Demnach 

LKM + KLM < LMq. '''*' '''" 

Und wenn KM = ML ist; so ist LKM kleiner als die Hälite 
von LMq. 

§. 79. 
Man sieht leicht, dafs sich auf diese Art bey der dritten Hypo- 
these noch weiter gehen iäfst; und dafs sich ahnliche Sätze auch bey 
der zwoten finden lassen, doch mit ganz entgegengesetztem Erfolge. 
Ich habe aber vornehmlicli bey der dritten Hypothese solche Fol<f- 
sätze aufgesucht, um zu sehen, ob sich nicht Widerspruche äufsern 
wurden. Aus Allem sah ich, dafs sich diese Hypothese gar nicht 
leicht umstossen läfst. Ich werde demnach noch einige solcher Folg- 
sätze anführen, ohne darauf zu sehen, wiefern sie auch bey der 
zwoten Hypothese mit gehöriger Veränderung gezogen werden können. 
Die erheblichste von solchen Folgen ist, dafs, wenn die dritte 
HypoOiese statt hatte, wir ein absolutes Maafs der Lunge jeder Linien, 
des Inhalts jeder Flächcnraume und jeder hirperUcfien Baume haben 
würden. Dieses stöfst nun einen Satz um, den man ohne Bedenken 
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unter die Grundsätze der Geometrie reclinen kann, und woran bisher 
noch kein Mensch gezweifelt hat, dafs es nehnilich kein solches abso- 
lutes Maafs gehe. Es machte zwar Wolf einen Lehrsatz daraus, indem 
er die Definition der Grösse (J^uantitas) so einrichtete, dafs er im 
Folgenden daraus herleiten konnte: QuanUtas dari sed non per se 
ärAintelUffi polest. ] Allein dieser Lehrsatz muTs, so wie die Definition, ge- 
ändert werden, weil es unstreitig Grossen giebt, die für sich kenntlich 
sind, und eine bestimmte Einheit haben. Bey Linien, Flächen und 
körperlichen Bäumen gilt derselbe allerdings; und da glaube ich nicht, 
dafs man, um ihn in der Geometrie anzubringen, erst eine Definition 
dazu zurechte machen mufste. 
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Um aber die erat erwähnte Folge zu beweisen; so seyn in Ä, B, 
C, 7)j E (Fig. XX.) rechte Winkel; und es werden, bey der dritten 
Hypothese, G, F, H, J spitze, und zwar 
H<G, und J<5"; und eben so F <G 
und J <i_F seyn. Nun sage ich, der Winkel 
G sey das Maafs des Viereckes ÄDGB, 
wenn nehmlich AB = AD ist; iiud eben 
30 sey der Winkel J das MaaTs des Vier- 
eckes ACJE, wenn AC ^ AE ist. 

Denn, mit Beybehaltung der Gleichheit 
der Seiten jlB = ^i) und der rechten Winkel 
pi ;5x -^1 ^' ^' wi'"*^ der spitze Winkel G bey 

keinem andern Vierecke passen, als bey 
solchen, deren Seiten AB, AD die absolute Länge von AB, AD 
haben. Man nehme z. E. grossere Seiten AE = A C, und mache in 
E, C rechte Winkel: so ist bey der dritten Hypothese der Winkel 
J <i G. Demnach pafst G nicht auf J. Wäre AE = AC kleiner 
als AD = AB genommen worden: so wurde J"> G herausgekommen 
seyn; und so würde G ebenfalls nicht auf J gepafst haben. 

Demnach ist der Winkel G das absolute Maafs des Viereckes 
ADGB. Da die Winkel ein für sich kenntliches Maafs haben: so 
dürfte man z. E. wenn AB = AD ein Pariser Fufs, und dabey der 
Winkel (? = 80 Gr. wäre, nur sagen, man soll das Viereck ADGB 
so grofs machen, bis der Winkel G = 80 Gr. würde: so werde man 
die absolute Länge eines Pariser Fufses auf AB = AD haben. 

Diese Folge hat etwas Reizendes, welches leicht den Wunsch 
352 abdringt, die dritte Hypothese möchte doch wahr | seyn! 

Allein ich wünschte es, dieses Vortheils unerachtet, dennoch 
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nicht, weil unzähliche andre Unbequemlichkeiten dabey mit seyn 
worden. Die trigonometrisclien Tafelu wurden unendlich ■weitlauftig; 
und die Aehnliehkeit und Proportionalität der Figuren wurde ganz 
wegfallen; keine Figur liefse sich anders als in ihrer absoluten Gröfse 
vorstellen; um die Astronomie wäre es übel bestellt; u, s. w. 

§. 81. 
Jedoch dies sind Argumenia ah amore & iniddia duda, die aus 
der Geometrie, so wie aus allen Wissenschaften, ga 




Ich wende mich demnach wiederum zu der dritten Hypothese. 
Bey dieser ist nicht nur, wie wir vorhin gesehen haben, in jedem 
Triangel die Summe der drey Winkel kleiner als 180 Gr. oder zween 
rechte Winkel; sondern der Unterschied von 180 Gr. wächst schlecht- 
hin nach dem Flächenraume des Triangels; das will sagen: wenn von 
zween Triangeln der eine einen grössern Flächenraum hat, als der 
andre: so ist in dem erstem die Summe 
der drey Winkel kleiner als sie in dem 
andern ist. 

Ich werde diesen Satz hier nicht so 
ausfähriich beweisen, als ich ihn vortrage, 
sondern von dem Beweise nur so viel an- 
führen, dafs sich das üebrige daraus über- 
haupt begreifen läfst. 

Es sey z. E. in dem Triangel ACB 
(Fig. XXIII.) der Triangel EFG, so dafs des Letztern Ecken auf die 
Seiten des erstem stossen. Da auf diese Art EFG ganz in ABC 
ist: so ist der Raum des erstem unstreitig kleiner als der Raum des 
Letztern. Nun ist die Summe der Winkel: 

EFG + EGF + GEF= 180 Gr. - a. 

EGA-\-EAG-{'AEG=im Gr. — 6. 

FGB + GBF + GFB = 180 Gr. - c. 

FCE + FEC -f EFC = 180 Gr. - d. 

Hingegen 35 

EGA + EGF -{- FGB = 180 Gr. 

AEG+ GEF^ FEC =180 Gr. 

EFC + EFG + GFB = 180 Gr. 

Ziehet man die Summe dieser drey letztem Gleichungen von der 

Summe der vier erstem ab: so bleibt 

CA B + ABC + BGA ^ 180 Gr. ~ a — l ~ c — d. 
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Da demuach hier nicht nur a, sondern a •\- h ■\- c -\- d von 180 Gr. 
abgezogen werden mufs: so sieht man, dafs sieh bey dem Triangel 
ABC alle Defeete a, b, c, d der vier Triangel AEG, ECF, FBG, 
GEF zusammenhäufen, und demnach die Summe seiner drey Winkel 
um so viel mehr kleiner als 180 Gr. ist. 

Kann das kleinere Dreyeck nicht ganz in das grössere gelegt 
werden: so steht etwas davon voraus, und dieses wird abgeschnitten 
und in das hervorstehende des grossem Dreyeckes gelegt, und allen- 
falls so fortgefahren, bis das nunmehr in Theile zerschnittene kleinere 
Dreyeck ganz im grossem liegt. Der im grossem unbedeckt bleibende 
Raum wird in Triangel zerfällt. So viel nun die Summe aller Winkel 
in diesen Triangeln kleiner ist als eben so vielmal 180 Gr. um eben 
so viel ist die Summe der drey Winkel des grössern vorgegebenen 
Dreyeckes kleiner als die Summe der drey AVinkel des vorgegebenen 
kleinern Dreyeckes. 



Wenn es bey der dritten Hypothese möglich wäre, mit gleichen 
und iJinlicheii Triangeln einen grössern Triangel zu bedecken: so 
würde es sich auch leichte darthun lassen, dafs bey jedem Triangel 
der Uebersehufs von 180 Gr. über die Summe seiner drey Winkel 
dem Fläehenraume des Triangels proportional wäre. Indessen da sich 
dieser Uebersehufs nach dem Kaume richtet; so ISfst sich dennoch 
eine solche Proportionalität auf eine andre Art gedenken. 

Man setze z, E. zween Triangel, Der eine habe doppelt so viel 
354 Flächenraum als der andre: | so wird ersterer, so viel man will, zer- 
schnitten, doppelt auf den andern gelegt werden können. Und wenn 
der kleinere um a Gr. in Absicht auf die Summe seiner Winkel von 
180 Gr. abgeht: so wird der grössere um 2a Gr. davon abgehen. -- 

Ich werde nun noch folgende Anmerkung beyfügen. Bey der 
zwoten Hypothese kommen ganz ähnliche Sätze vor, nur dafs dabey 
in jedem Triangel die Summe der drey Winkel grösser als 180 Gr. 
wird. Der Uebersehufs proportionirt sich ebenfalls nach dem Fläehen- 
raume des Triangels. 

Hierbey scheint mir merkwürdig zu seyn, dafs die zwote Hypo- 
these statt hat, wenn man statt ebener Triangel sphärische nimmt, 
weil bey diesen sowohl die Summe der Winkel grösser als 180 Gr. 
als auch der Uebersehufs dem Flächenraume des Triangels propor- 
tional ist. 

Noch merkwürdiger scheint es, dafs, was ich hier von den sphä- 
rischen Triangeln sage, sich ohne Rücksicht auf die Schwierigkeit 
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der Parallellinieu ei weisen lasse, und keinen andern Grundsatz voraus- 
setzt, als dafs jede durcH den Mittelpunit der Kugel geheudo ebene 
Pläche die Kugel in zween gleiche Theile theile. 

Ich sollte daraus fast den Schlafe machen, die dritte Hypothese 
komme bey einer imaginären Kugelfläche vor. Wenigstens mufs 
immer Etwas seyn, warum sie sich bey ebenen FUchen lange nicht 
so leicht umstossen läfst, als es sich bey der zwoten thun liefs. 

§. 83. 

Was ich erst von den Triangeln sagte, gilt auch von den vier- 
eckichten Figuren, Weil jede sich in zween Triangel zerfallen lafst: 
so beträgt, bey der dritten Hypothese, die Summe der vier Winkel 
eines Viereckes weniger als 360 Gr. und der Unterschied ist dem 
Flächen räume des Viereckes proportional. 

Es seyn nun (Fig. XIX.) in E, r, G, F, E, A, &c rechte Winkel, 
und HG= GF= FE=^ EA = kc, so sind bey der dritten Hypo- 
these die Perpendikularen Sr, Gl, Fk, Ei, \ AM, Sn, &c nicht nur 35 
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der Ordnung nach grösser, sondern sie nehmen immer um mehr zu. 
Dieses macht, dafs auch der Flächenraum, die Vierecke HrlG, GlhF, 
FhiE, &c immer grösser, und eben so wie die Perpendikularen immer 
um mehr grosser werden. Demnach ist die Summe der 4 Winkel 
nicht nur immer kleiner, sondern immer um mehr kleiner als 360 Gr. 
Da nun die Linien rp, HD gerade sind: so lassen sich die sämtlichen 
Vierecke, oder so viel deren hintereinander liegend genommen werden, 
in Eines zusammennehmen; und da die an einander stossenden Winkel 
in l, l, i, &c G, F, E, &c immer zusammen = 180 Gr. sind: so 
werden bey jedem neu addirten Vierecke von der Summe der Winkel 
360 Grade weggeworfen. Und so ist z. E. die Summe der Winke! 

a, »-, ;, (? = 360 Gr. — K. 

S, r, Je, F= 360 Gr. — 2cc ~ ß, 

R^ r, i, E = 360 Gr. — 3« — 2/J — y, 

R, r, M, A-^ 360 Gr. - 4« — 3|3 — 2y — ä. 
&c &c kc 
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Kann man nun damit immer fortfahren: so wird nothwendig 
folgen, dafs man zuletzt auf Vierecke vurfallt, in welchen die Summe 
der vier Winkel kleiner als drey rechte Winkel sind. Es sey HrpD 
ein solches Viereck. Da nun bereits in S, r, D drey rechte Winkel 

sind: so ist 

_H-_(_r + i>+ii>270 Gr. 

Und dieses atofst die Folge, und mit derselben entweder die ganze 
dritte Hypothese, oder den Sata um, dafs die aus G, F, E, A, B, kc 
errichtete Perpendikularen irgend aufhören, die Linie rp zu achneideu*). 
Allein, wenn auch dieses wiie'. so wurden die Ordinaten dennoch bis 
ins Unendliche wachsen, und demnach der Raum des letaten Viereckes 
so vielmal den Raum des ersten SrLG fassen, dafs die Summe der 
Winkel kleiner als 270 Gr. wäre. 

Indessen werde ich darauf nicht bestehen, weil man allerdings 
356 vorerst die | Vermuthung heben mufste, es möchten die Vierecke 
gerade aufhören möglich zu seyn, wo die Summe der vier Winkel 
= 270 Gr. würde. Es kommt demnach vielmehr darauf an, ob die 
aus den Punkten (?, F, E, A, B, &c errichteten Perpendikularen die 
Linie rp sämtlich schneiden? 

Wollte man diese Frage auf die blofse Vorstellung der Sache an- 
kommen lassen: so sage ich nochmals, dafs dahey der Begriff einer 
geraden Linie ganz wegfällt. Und ich wurde, statt des Uten Eukli- 
dischen Grundsatzes, allemal lieber als fdr sich evident annehmen, 
dafs eine Linie, die die Perpendikulare Sr recMmnklicht schneidet, und 
sich sodann s. E. längs der Perpendikulare Dp, ohne diese sii schneideji, 
aufwärts sieht, keine gerade Linie sein könne. 

§■ 84. 

Da es aber die Frage ist, ob sich, ohne Zuziehung neuer Grund- 
sätze, die dritte Hypothese vermittelst der dbrigen Euklidischen Grund- 
sätze umstossen lasse: so bleiben hey der gegenwärtigen Betrachtung 
noch zween Wege zu versuchen. 

Der erste, wenn sichs aus der dritten Hypothese selbst folgern 
liefse, dafs die Perpendikularen Gl, Fk, Ei, ka sämtlich die Linie rp 
schneiden missen. Könnte dieses geschehen: so wiirde, vermöge des 
vorhin erwiesenen, die Hypothese sich selbst umstossen. Ich habe 



*) [Wir sind geneigt zu glauben, dai's J.amlieH nicht „irgend" sondern „nir- 
gend" geaetrieben hat ; wenigstens giebt der jetzige Wortlaut keinen Sinu. Das 
Folgende bezieht aich Ja offenbar auf den Fall, dafs die Perpendikularen auf- 
hören, rp zu schneiden; maa vergleiche dazu §. 72.] 
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es nicht versocht, weil es mir sehr wenig wahrseheiulich vorkam, 
und dabey immer Äusflaehte bleiben. 

Der andre Weg ist, wenn sich erstbemeldtes Durchschneiden aus 
den öbrigen Euklidischen Grundsätzen herleiten läfst. Auch hierüber 
habe ich nichts gefunden, das mir TÖllig Genügen gethan hätte; un- 
geachtet sich die Sache vielfältig auf solche Sätze reduciren tälst, die 
ganz augenscheinlich wahr sind. 

Es seyn z. E. in Ä, D, C (Fig. XX.) rechte Winkel; und man 
steht an, ob CH, I)H sich schneiden. Es sey AC^ AD: so trage 
man AC aus A in E, und ziehe EJ auf 
AE senkrecht: so ist | erstlich für sich 
klar, dafs, wenn EJ, CJ sich schneiden, 
der Durchschnitt H nothwendig auch statt 
habe. Setzt man nun auf EC einen gleich- 
seitigen Triangel, wovon jede Seiten = EC 
sind: so wird BJC allemal innerhalb dem 
gleichseitigen Triangel fallen. 

Allein den Beweis dazu habe ich nicht 
finden b5nnen. pi^ xx. 

Hingegen liefa es sich beweisen, dafs, 
wenn man den gleichseitigen Triangel umlegt, EAC ganz in den- 
selben fällt, weil man weifs, dafs A ein rechter Winkel ist. 
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§.85. 

Wiederum sey AB = AB; in A, D, B rechte Winkel; und man 
steht au, ob DG, BG sich schneiden? Trägt man nun AB aus B 
in E, und beschreibt auf AE einen gleichseitigen Triangel: so wird 
allemal der Durch schnittspunkt G in denselben fallen. 

Hier wäre nun nur zu beweisen, dafs in jedem gleichseitigen 
Triangel jeder Winkel grösser als 45**, das will sagen, grosser als 
der Winkel GAB = GAB ist. Dafs jeder grösser sey als der 
Winkel GEA, wenn nehmlich AC ^= AE gemacht wird, das kaim 
bey der dritten Hypothese leicht erwiesen werden. 



Wiederum, wenn man ansteht, ob EJ, CJ sich schneiden: so 
darf man nur A G mitten durch A ziehen, so dafs GAB = GAB 
= 45 Gr. sey. Fällt man nun aus jedem Punkt G eine senkrechte 
GB auf AE, und man kann beweisen, dafs AD grosser als die 
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Hälfte, oder auch nur grösser als ~r , -r , 'C vou AG sey: so wird 
der Durchschnitt J ebenfalls erwiesen seju, wei! AJ kleiner als das 
2, 3, 4, IC fache von AE seyn wird. Dafs es Fälle giebfc, wo 
AD > -~ AG ist, wird leicht erwiesen. 

§. 87. 
In dem Cirkel AC (Fig. XXIV.) seyn AE, EB, BF, FC, &e 
Octanten. Man ziehe die Vierecke ABCI), EFHG: so werden die 
^ Durchschnittspunkte J, K, L ebenfalls 

in einem concentrisehen Cirke! herum- 
liegen, I und die Winkel JMK, KML, &c 
Octanten seyn. Man ziehe nun JL: so 
wird leicht bewiesen, dais MP > FX, 
■ demnsLchMP>~ MKoderMP>^MJ 
ist. Demi EBK^ 90 Gt. Demnach 
EKR<90Gr. Folglich J.ri> 90 Gr.; 
JEM> 45 Gr. Da nun JMK 45 Gr. 
ist: so ist PM> PK. 
■" Auf diese Art lilfst sichs von jedem 

Cirkel auf einen kleinem seh Hessen. 
Man möfste nur auch beweisen können, dal's, wenn man jenen, so viel 
man will, vergrüssert, dieser nicht zunicke bleibe. Und dieses wird 
man erhalten, sobald man erweisen kann, dafs entweder FR = EK, 
oder auch nur ER < JK, oder EU < MM, oder, ohne Rücksicht auf 
den Äussern Cirkel, der Winkel JKL stumpf ist. 

§. 88. 
Man sieht aus Allem diesem, dafs, so leicht die zwote Hypothese umzu- 
stossen war, es noch ganz imGegentheil mit der dritten viel härter halte. 
Ich Abergehe noch mehrere solcher Versuche; und werde nun 




(Fig. XIX.) AB^BC^ 
Winkel, und AM=BN- 



CB = 
= CQ-^ 



&c und in A, B, (.', 1> &c rechte 
= DP = &c setzen. Dabey sind nun 
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die Winkel ÄMN^ MNB = BNQ = NQC=CQF = <^PD = &c, 
zufolge der dritten Hypothese, sämtlich spitze, und MN^ iV"(J= QP= Sc. 
Das will nun sagen: MNQP ist nicht eine gerade Linie, sondern ein 
Theil eines regulären Vieleckes, das sich in einen Cirkel heschreiben 
iäfsfc, dessen Mittelpunkt unterhalb M auf jeder der Linien MA, NB, 
QC, PD, &c ist. (§. 20.) Da nun damit B, C, I), &c nicht mehr 
rechte Winkel seyn können: so wird dadurch die Voraussetzung und 
mit derselben die dritte Hypothese umgeatossen. 
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Abweidmngen vom Original. 

i. 144, Z. 15 V. 0.). Im Urtest steht nach „Vortrag" ein Komma. 
. 154, Z. 2 V. o.) (Prop. XIV) statt: (Prop. XIII). 
21, 18, 17, 16, 15, 3 und 1 v. u., Seite 173, Z. 2 t. o (S. IGl. Z. 5, 
10, 18, 21 und 23 f. o.) b statt ß. 
. u. (S. 103, Z. 1 V. o.) au3 B statt: aus 6. 
0. (S. 1S3, Z. 11 V. u.) I)Fh statt DFH. 
u. (S. 334, Z. Iti y. o.) K statt M. 
o. (S. 336, Z. 4 y. u.) S statt AT. 
. 188, Z. 12 V. o. (S. 338, Z. 9 v. 0.) GF statt (?/■. 

. 199, Z. 8 y. 0. (S. 350, Z. 1 y. 0.) AF < -^- D^F statt: Z)F> ^ 4.f'. 

. 204, Z. 4, 6, 12 V. o. (S. 355, Z. 11, 10, 3 y. u.) B statt r. 

. 205, Z. 15 y. 0. {S. 357, Z. 4 y. 0.) Seite statt: Seiten. 

Q Figur V ist 6 für ß gesetzt worden, um sie mit dem Teste in Übereinstimmung 

EU bringen; ferner ist der Buchstabe ergänzt. 
a Figur VII dea Originals ist Bßt eine gerade Linie, während nach dem Texte 

Kßt ein Cirkelbogen ist, der die Gerade Z>( in t berührt; dem entsprechend 

mufste die Figur geändert werden. 
Figur XIII ist der Punkt »wischen A und E, dem Texte entsprechend, mit 

(? statt mit C bezeiclinet. 



Die in runde Klammem eingeschlossenen Seitenzahlen beziehen sich auf die 
Originalausgabe im Leipziger Magazin für Mathematik, Jahrgang 1786, 
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In der Eialeitimg zu Lamberts Theorie der Parallellinien 
hatten wir berichtet, dafs etwa vom Jahre 1780 an die Frage nach 
dem Beweise der fünften Forderung die Aufmerksamkeit der Mathe- 
matiker immer mehr und mehr zu fesseln beginnt. Nunmehr wollen 
wir diese Bewegung in grofsen Zügen darstellen. 

Während bisher nur wenige französische Forscher erwähnt werden 
tonnten, wird es am Ende des achtzehnten Jahrhunderts ganz anders: 
fast alle die grofsen französischen Mathematiker dieser Zeit haben 
den Grundlagen der Geometrie ihr Interesse zugewendet. 

„Die Erklärung und die Eigenschaften der geraden Linie, 
sowie der parallelen Geraden, sind die Klippe und sozu- 
sagen das Ärgernifs der Elementargeometrie", hatte d'Älem- 
bert in einem bemerkenswerten Aufsätze über die Elemente der 
Geometrie 1759 ausgerufen und hatte hinzugefügt, man könne aller- 
dings parallele Gerade als solche erklären, die auf einer dritten 
Geraden senkrecht stehen, dann aber sei unbedingt erforderlich, zu 
beweisen, dafs der Abstand der beiden Geraden immer gleich dem 
gemeinsamen Lote sei. In ähnlicher Weise äufserte sich d'Alembert 
in dem Artikel Parallele der Encyclopedie; der betreffende Band ist 
erst nach seinem Tode, 1789, erschienen. 

Fourier schlug 1795 neue Erklärungen der Geraden und der 
Ebene vor, bei denen er von dem Begriffe der Bewegung ausging und 
mit der Kugel begann; es ist das ein Gedanke, der sich in neueren 
Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie als sehr fruchtbar 
erwiesen hat. 

Dafs auch Lagrange die fünfte Forderung beweisen wollte, wissen 
wir aus einer Mitteilung von Lefort, die Hoüel in seinen Essai 
eritique (1867) aufgenommen hat: „Lagrange hatte erkannt, dafs 
die Formeln der sphärischen Trigonometrie von dem elften Axiome 
unabhängig sind, und hoffte hieraus einen Beweis dieses Axioms zu 
gewinnen. Alle andern Beweis versuche betrachtete er als ungenügend. 
So hat er sich in seinen Unterhaitungen mit Biot ausgedrückt." 
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Auf diesen Beweis versuch dürfte sich wolil 
de Morgans beziehen: 

„Lagrange verfafste am Ende seines Lebens eine Abhandlung 
über die Parallellinien. Er begann sie in der Akademie zu lesen, aber 
plötzlich hielt er inne und sagte: II faut que j'y songe eucore; 
damit steckte er seine Papiere wieder ein." 

In engem Zusammenhange mit der Parallelen theorie stehen auch 
Untersuchungen über das Parallelogramm der Kräfte, die Daviet de 
Foncenex 17Ö9 veröffentlichte j ihre Grundgedanken hatte wahrschein- 
lich der junge Lagrange seinem Freunde mitgeteilt. 

In der Einleitung zu Wallis haben wir darauf hingewiesen, dafs 
Laplace sich ebenfalls mit der Begründung der Euklidischen Geo- 
metrie beschäftigt hat; die betreffenden Bemerkungen in der Expo- 
sition du Systeme du monde stammen aus dem Jahre 1824, 

Am folgenreichsten für die Geschichte der Parallelen theorie wurden 
jedoch die Arbeiten von Adrien Marie Legendre (1752 — 1833). 

In der ersten Auflage seiner Elemente der Geometrie vom Jahre 
1794 zeigte Legendre, dafs die fünfte Euklidische Forderung gleich- 
bedeutend ist mit dem Lehrsatze, dafs die Winkelsumme des Dreiecks 
zwei Hechte beträgt, und gab für diesen Lehrsatz einen analytischen 
Beweis, dessen wir schon in der Einleitung zu Wallis gedacht haben. 
Dieser Beweis geht davon aus, „dafs die Wahl der Längeneinheit für 
die Richtigkeit des zu beweisenden Lehrsatzes gleichgiltig ist", an 
Stelle des Parallelenaxioms tritt also, wie bei Wallis, das Axiom von 
der Existenz ähnlicher Figuren. 

Aber Legendre erkannte bald, dafs dieser analytische Beweis 
für Ani^anger iu schwer sei, und liefs ihn deshalb fallen. In der dritten 
Auflage findet man daher an dessen Stelle einen rein geometrischen 
Beweis des Satzes, dafs die Winkelsumme des Dreiecks nicht grofser 
sein kann als zwei ßechtej das Beweis verfahren erinnert lebhaft an 
das von Saecheri und Lambert für denselben Zweck angewandte. 
Später ersetzte Legendre diesen Beweis abermals durch einen andern. 
Dieser beruhte auf wiederholter Anwendung der Konstruktion, deren 
sich Euklid in I. 16 bedient, um zu zeigen, dafs der Anfsenwinkel 
gröfser sein mufs als jeder der gegenüberliegenden inneren Winkel. 
Dagegen gelang es Legendre nicht, in entsprechender Weise zu 
zeigen, dafs die Winkelsumme nicht kleiner sein kann als zwei 
Rechte, und er kehrte daher in der neunten Auflage zu der Dar- 
stellung Euklids zurück. 

In der zwölften Auflage von 1823 behauptete er, endlich auch diesen 
bisher vermifsten Beweis geben zu können. Er gebrauchte jedoch dabei 
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ein Axiom, das im Grunde mit. dem zu beweisenden Satze gleich- 
bedeutend ist, es soll nämlich, wenn innerhalb eines Winkel- 
rauma irgend ein Punkt gegeben ist, stets möglieh sein, durch 
ihn Gerade zu ziehen, welche die beiden Schenkel des Win- 
kels schneiden. Dieses Axiom war übrigens nicht neu, bereits 1791 
hatte es Lorena in seinem vortrefflichen Grundrifs der reinen 
Mathematik zum Beweise der fünften Forderung benutzt. 

Eine zusammenfassende Darstellung seiner Untersuchungen über 
die Parallelentheorie hat Legendre im Jahre 1833 gegeben. Hier 
hat er auch gezeigt, liafs die Winkelsumme des Dreiecks stets zwei 
Rechte beträgt, sobald das bei einem einzigen Dreieck der Fall ist. 
Wir wissen, dafs dieser Satz bereits 'hundert Jahre früher von 
Saccheri bewiesen worden ist, und bemerken noch, dafs auch die Art 
des Beweises bei Legendre im Wesentlichen dieselbe ist wie bei 
Saccheri. 

Wenn Legendre am Schlüsse der Abhandlung von 1833 sagt, 
dafs die Parallelentheorie durch seine Untersuchungen nach 
zweitausend Jahren vergeblicher Bemühungen endlich zu 
einem befriedigenden Äbsehlufa gekommen sei, so war er in 
einem verzeihlichen Irrtume befangen: weder die Ergebnisse seiner 
Untersuchungen noch die Methoden, die ihn zu diesen Ergebnissen 
führen, können als ein wesentlicher Fortschritt gegenüber den 
Leistungen von Wallis, Saccheri und Lambert bezeichnet werden. 
Andrerseits mufs hervorgehoben werden, dafs die grofse Verbreitung, 
deren sich Legendres Elemente — und gewifa mit Recht — in 
Frankreich wie in Deutschland erfreut haben, wesentlich dazu bei- 
getragen hat, das Interesse für die Parallel entheorie zu beleben, und 
dafs Legendre insofern in der Geschichte der Parallelentheorie eine 
hervorragende Rolle spielt; rein äufserlich zeigt sich das schon darin, 
dafs in den zahlreichen Parallelentheorien der ersten Hälfte dieses 
Jahrhunderts immer wieder auf Legendre Bezug genommen wird, 
während jene älteren Versuche ganz in Vergessenheit geraten waren. 

Während desselben Zeitraumes waren auch England und Italien 
der Schauplatz ähnlicher Bestrebungen, wie das unser Litteraturver- 
zeichnis am Schlüsse des Werkes nachweist; Genaueres können wir 
freilich nicht mitteilen, weil uns die betreffenden Schriften gröfsten- 
teila unzi^änglieh geblieben sind. 

Wie stand es unterdessen in Deutschland? Auch hier begegnen 
wir angestrengter Bemühung, das Parallelenaxiom zu beweisen, finden 
wir die innige Überzeugung, das erlösende Wort gesprochen zu haben. 
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aber daneben sehen wir, dafs Klftgels Skepticismua und Kaeetners 
Resignation Nachfolge gefunden hatten. Sehr bezeichnend für diesen 
Htandpimkt ist eine Besprechung in dem Stück der Göttingisehen 
gelehrten Anzeigen vom 9. März 1801 (S. 407—408), die wir wort- 
getreu wieder abdrucken: 

„Hamburg. 
Demonstratio theorematis parallelarum. Ex officina Schnie- 
besiana 1799. 30 S. in Octav. 

Der uns unbekannte Verfasser schlägt den von Mehreren vor ihm 
betretenen Weg ein, das XI. Axiom des Euklides zu beweisen. 
Natürlich bedarf es auch bey ihm eines neuen Axioms, das er zu 
Hülfe nimmt. Es ist dieses: Eecta linea et curva nequeunt esse 
aeque distantes. Diesem Axiom gehet begreiflich die Definition von 
lineis aequidi stantibus voran. Bey der Definition der Parallel-Linien, die 
nach dem Axiome folgt, liegt der Begriff von Bewegung zu Grunde. 
Die Begriffe von Distanz, von Bewegung, von krummen Linien, ge- 
hören nicht in die reine Elementar- Geometrie; aber, abgesehen von 
diesem, so ist auch dieses Axiom kein für sich selbst einleuchtender 
Satz, und bedarf gar sehr eines Beweises. Die beiden Simpson, 
Robert und Thomas, haben sieh schon dieses Axioms mit vielem 
Scharfsinn, aber mit wenig Glück, bedient, wenn gleich diese beiden 
Versuche, als Versuche, oben an stehen. Also mit diesem Axiom das 
XI. Axiom des Euklides begründen oder beweisen zu wollen, scheint 
dem Rec. ungeometrisch, so schön und strenge auch die Theoreme und 
Beweise der Schrift sind, die darauf gebauet werden. Dafs dieses aber, 
ohne ein neues Axiom zu Hülfe zu nehmen, überhaupt nur möglich sey, 
scheint wohl mehr als zweifelhaft zu werden, wenn man alle Versuche, 
von dem des Ptolemäus an bis auf Praneeschini's (Professors in 
Bologna: „LaTeoriadelle parallele rigorosamentedimos trat a", 
gednickt zu Bassano), betrachtet. Das rigorosamente des letztern 
ist ein wahres desideratum, auch wenn man seine Theorie gelesen hat: 
denn in dem Beweise seines Fundamental-Theorems liegt ein offenbarer 
Paralogismus, von dem es unbegreiflich ist, wie er einem in der Schule 
der Alten gebildeten Geomefcer verborgen bleiben konnte." 

Für den Verfasser dieser anonymen Besprechung halten wir 
K. F. Seyffer (1762—1822), der von 1789 bis 1804 auTserordentlicher 
Professor der Astronomie und Direktor der Sternwarte in Göttingen 
war. Das unmittelbar vorhergehende Stück der Anzeigen vom 7. März 
1801 enthält nämlich auf S.377— 387 eine sehr interessante Besprechung 
des Tentamen novae parallelarum theoriae von Schwab, die mit 
der vom 9. März desselben Jahres nach Stil und Inhalt die gröfste Ahn- 
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lichkeit hat. Dafs aber die Anzeige yom 7. März Seyffer zum Ver- 
fasser hat, erzählt Voit in seiner 1802 zu Göttingen erschienenea 
Dissertation: Pereursio conatuum demoHStrandi parallelarum 
theoriam de iisque Judicium, die vermutlich einer Anregung 
Seyffers ihre Entstehung verdankt. Übereinstimmend mit Seyffer 
kommt Voit zu dem Ergebnis, dafa der Beweis des Parallelenaxioms 
noch ein frommer Wunsch sei, und läfst dahingestellt, oh die Schwie- 
rigkeiten überhaupt beseitigt werden können. 

Ähnliehe Ansichten über den Beweis der fünften Beorderung 
scheint Pfaff gehabt zu haben; er meinte, wie Hessling 1818 be- 
richtefc, das einzige, was sieh noch thun liefse, sei, das Parallelenaxiom 
durch ein einfacheres zu ersetzen, es zu „simplificieren." 

Von diesem Skepticismus zu einem thatkräftigeu Handeln über- 
zugehen, sich von der zweitausendjährigen Autorität Euklids zu 
emaneipieren und eine Geometrie unabhängig vom Parallel enaxiom 
aufzubauen: das war auch nach den Vorarbeiten von Saccheri und 
Lambert immer noch ein gewaltiger Schritt. Diesen Schritt gewagt 
zu haben, ist das Verdienst von Carl Friedrich Gaufs. 

Gauls hat sich, wie er in Briefen an Bessel und Schumacher 
aus den Jahren 1829 und 1831 erzählt und wie durch einen Brief an 
seinen Jugendfreund Wolfgang Bolyai aus dem Jahre 1799 be- 
stätigt wird, seit 1792 mit der Theorie der Parallellinien beschäftigt, 
er hat jedoch darauf verzichtet, seine ausgedehnten Untersuchungen 
über diesen Gegenstand öffentlich bekannt zu machen. Andeutungen 
über seine Ansichten finden sich allerdings in zwei Besprechungen, die 
1816 und 1822 in den GÖttinger gelehrten Anzeigen ohne Nennung 
des Verfassers erschienen sind. Hier spricht Gaufs die Überzeugung 
ans, „daXs alle bisherigen Versuche, die Theorie der Parallellinien streng 
zu beweisen, oder die Lücke in der Euklidischen Geometrie auszufüllen, 
uns diesem Ziele nicht näher gebracht haben", und läfst durchblicken, 
dafs seine eignen Untersuchungen über das Bekannte hinausgehen. 

Wie Gaufs an Schumacher schreibt, hat er erst im Jahre 1831 
einiges über seine Untersuchungen aufzuschreiben angefangen: „ich 
wünschte nicht, dafa es mit mir unterginge", und als ihm sein 
Jugendfreund Wolfgang Bolyai das „Tentamen" übersandt hatte, 
in dessen Appendix die nichteuklidische Geometrie von Wolfgangs 
Sohn, Johann Bolyai enthalten war, antwortet Gaufs 1832 in einem 
leider noch nicht veröffentlichten Briefe*), „dafs er überrascht war. 



*) So erzählt Wolfgang Bolyai in seinem Kurzen Grundrisa i 
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gefchan zu sehen, was er begonneii hatte, um es unter seinen 
Papieren zu hinterlassen." 

Gaufs hatte nicht nur die Erfolglosigkeit aller hisherigen Be- 
mühungen, die fünfte Forderung zu beweisen, erkannt, sondern er 
wufste auch, dafs es notwendig so sein mulste, weil sich eine von 
dem Par all eleu axiom unabhängige, in sich folgerichtige Geometrie auf- 
bauen lässt. Aber alles das hat man erst nach seinem Tode erfahren. 

Zuerst veröffentlichte im Jahre 1856 Sartorius von Walters- 
hausen, Professor der Mineralogie in Göttingen, der in persön- 
lichem Verkehr mit Gaufs gestanden hatte, Äüfserungen, die Gaufs 
über die „Antieuklidische" Geometrie gemacht habe: 

„Die Geometrie betrachtete Gaufs nur als ein consequentes Ge- 
bäude, nachdem die Parallelentheorie als Axiom an der Spitze zuge- 
geben sei; er sei indefs zur Überzeugung gelangt, dafs dieser Satz 
nicht bewiesen werden könne, doch wisse man aus der Erfahrung, 
zum Beispiel aus den Winkeln des Dreiecks Brocken, Hohenhagen, 
Inselsberg, dafs er naherungs weise richtig sei. Wolle man dagegen 
das genannte Axiom nicht zugeben, so folge daraus eine andere, ganz 
selbständige Geometrie, die er gelegentlieh ein Mal verfolgt und ipit 
dem Namen Antieuklidische Geometrie bezeichnet habe." 

Eine wichtige Ergänzung dieser kurzen Mitteilung lieferte dann 
der Briefwechsel zwischen Gaufs und Schumacher, dessen zweiter, 
1860 erschienener Band einige Briefe aus dem Jahre 1831 enthielt, 
die zeigten, dafs Gaufs damals im Besitze einer weit ausgebildeten 
nicht- euklidischen Geometrie war. Ein weiterer Brief aus dem Jahic 
1846, der im fünften Bande des Briefwechsels 1863 erschien, war in- 
sofern von Wichtigkeit, als darin Lobatschefskijs Geometrische 
Untersuchungen zur' Theorie der Parallellinien (1840) er- 
wähnt und als meisterhafte Leistung bezeichnet werden. Wenn wir 
noch hinzufügen, dafs 1877 zwei Briefe von Gaufs an Bessel aus 
den Jahren 1829 und 1830 veröffentlicht worden sind, so haben wir 
wohl alles erschöpft, was bis jetzt von Gaufs'schen Äüfserungen 
über das Parallelenaxiom durch den Druck bekannt ist. 

Der Nachlafs von Gaufs ist Eigentum der Königlichen Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Göttingen. — 

Im Folgenden geben wir eine, wie wir hoffen, vollständige Samm- 
lung aller bis jetzt gedruckten Äüfserungen von Gaufs über die 
Parallelentheorie. Wir haben geglaubt, sie nach der Zeit ihrer Ent- 
stehung ordnen zu sollen; nicht als ob es dadurch möglich wäre, ein 
Bild von dem Entwickelungsgange der Gaufs'schen Ideen zu ge- 
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■winnen — daau reicht das vorliegende Material nicht aus, es ist 
jedoch auf diese Weise immerhin erleichtert, die Bedeutung der Ge- 
danken von Gaufs gegenüber den gleichzeitigen Arbeiten in der 
Parallelentheorie zu würdigen. 

Wir geben also im Folgenden: 
L Einen Brief von Gaufs an Wolfgang Bolyai vom Jahre 1799 
nach dem Abdruck in den Abhandlungen der Königlichen Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Göttingen, Bd. 22, 1877. 
II. Eine Besprechung in den Göttinger gelehrten Anzeigen 
vom 20. April 1816 (S. 617-622); wieder abgedruckt in Gaufs' 
Werken, Bd. IV, Göttingen 1873, S. 364—368. 

III. Eine Besprechung ebendaselbst in dem Stück vom 28. Oktober 
1822 (S. 1725—1728); wieder abgedruckt in den Werken Bd. IV", 
S. 368—370. 

IV. Zwei Briefe von Gaufs und einen von Bessel aus den Jahren 

1829 und 1830 nach dem Abdruck in dem Briefwechsel zwischen 
Gaufs und Bessel, herausgegeben auf Veranlassung der 
Königlich Preufsisehen Akademie der Wissenschaften, 
Leipzig 18S0, S. 490—497. Die beiden Briefe von Gaufs waren 
bereits 1877 im 22. Bande der GÖttinger Abliandlungeu, jedoch 
ungenau, veröffentlicht worden. 
V, Einige Briefe von Gaufs und Schumacher, die wir dem 
Briefwechsel zwischen C. F. Gaufs und H. C. Schumacher, 
herausgegeben von C. Ä. F. Peters, entnehmen, nud zwar 
finden sich die Briefe vom Jahre 1831 im Bande 2, Altona 
1860, S. 255—262, 266—272 und der Brief von Gaufs vom 
Jahre 1846 im Bande 5, Altona 1863, S. 246—247. 
Zwei noch nicht gedruckte Äufserungen von Gaufs über die 
Parallelenfrage, die aus den Jahren 1820 und 1824 stammen, werden 
wir iu dem letzten Abschnitte unsers Werkes mitteilen. 
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y Google 



. Bolyai, Ende 1799. 



I. 

Gaufs au Wolfgang von Bolyai in Klaosenliarg. Ende 1799. 

Es thut mir sehr leid, dafs ich nusere ehemalige gröfsere Nähe*) 
nicht henutzt habe, um mehr von Deinen Arbeiten über die ersten 
(.Tründe der Geometrie zu erfahren; ich -würde mir gewifs dadurch 
manche vergebHche Mühe erspart haben und ruhiger geworden sein 
als jemand, wie ich, es sein kann, solange bei einem solchen Gegen- 
stände noch so viel zu wünschen übrig ist. 

Ich selbst bin in meinen Arbeiten darüber weit vorgerückt (wie- 
wol mir meuie anderen ganz heterogenen Geschäfte wenig Zeit dazu 
lassen) allein der Weg, den ich eingesehlagen habe, führt nicht so 
wol zu dem Ziele, das man wünscht, als vielmehr dahin, die Wahr- 
heit der Geometrie zweifelhaft zu machen. Zwar bin ich auf manches 
gekommen, was bei den meisten schon für einen Beweis gelten würde, 
aber was in meinen Augen so gut wie nichts beweiset. 

Zum Beispiel, wenn man beweisen könnte, dafs ein geradlinigtes 
Dreieck möglich sei, dessen Inhalt gröfser wäre, als eine jede gegebene 
Fläche, so bin ich im Stande, die ganze Geometrie völlig streng zu 
beweisen. 

Die meisten würden nun wol jenes als ein Axiom gelten lassen; 
ich nicht; es wäre ja wol möglich, dafs, so entfernt man auch die 
drei Eckpunkte des Dreiecks im Räume von einander annähme, doch 
der Inhalt immer unter einer gegebenen Grenze wäre. 

Dergleichen Sätze habe ich mehrere, aber in Keinem finde ich 
etwas Befriedigendes. 

*) \Bolyai hat Ton 1796 bis 1799 in Göttingen studiert; am h. Juni 1799 
reiste er toh Götticgen nach seiner Heimat ah. Gaufs hatte Göttingen hereits 
1798 verlassen und sich dann teils in Braunechweig, teils in Helmstedt auf- 
gehalten.] 
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IL 
GSttiiigisehe gelehrte Anzeigen. 63. Stnek. Den 20. April 1816. 

Stuttgardt. 
Typis J. P. Steinkopfr Commentatio in primum elementorum Euclidis 
librum, qua veritatem geometriae principiis ontologieis niti evincitur, om- 
nesque propositioEea, axiomatuni geometricoriim loco habitae, demOEstrantar. 
Auetore J. C, Schwab, Eegi Wttrttembergiae a, consiiiis aulicis secretio- 
ribus, academiae scientiarum Petropolitanae , Borolinensis et Harlenienais 
Sodali, 18Ii. 65 Seiten in Octav. 

May HZ. 

Auf Kosten des Verfassers und in Commis.^ion bey Florian Kupferberg: 
Vollständige Theorie der Parallel-Linien. Nebst einem Anhange, 
in welchem der erste Grundsatz zur Technik der geraden Linie angegeben 
wird. Herausgegeben von Matthias Metternich, Doctor der Philosophie, 
Professor der Mathematik, Mitglied der gelelirten Gesellschaft iitttzlicher 
Wissenschaften zu Erfurt. 1815. 44 Seiten in Octav. 

Es wird wenige Gegenstände iiu Gebiete der Mathematik geben, 
über welelie so viel geschrieben wäre, wie über die Lücke im Anfange 
der Geometrie bei Begründung der Theorie der Parallellinien. Selten 
vergeht ein Jahr, wo nicht irgend ein neuer Versuch zum Vor- 
schein käme, diese Lücke auszufüllen, ohne dafs wir doch, wenn wir 
ehrlich und offen reden wollen, sagen könnten, dafs wir im Wesent- 
lichen irgend weiter gekommen wären, als Euklides vor 2000 Jahren 
war. Ein solches aufrichtiges und unumwundenes Geständnifs scheint 
uns der Würde der Wissenschaft angemessener, als das eitele Be- 
mühen, die Lücke, die man nicht ausfüllen kann, durch ein unhalt- 
bares Gewebe von Seheinbeweisen zu verbergen. 

Der Verfasser der erstem Schrift hatte bereits vor In Jahren in 
einer kleinen Abhandlung: „Tentamennovaeparallelarumtheoriae 
notione situs fundatae" einen ähnlichen Versuch gemacht, indem 
er Alles auf den Begriff von Identität der Lage zu stützen suchte. Er 
definirt Parallellinien als solche gerade Linien, die einerlei Lage haben, 
und sehliefst daraus, dafs solche Linien von jeder dritten geraden 
Linie nothwendig unter gleichen Winkeln geschnitten werden müssen, 
weil diese Winkel nichts anders seien, als das Maafs der Verschieden- 
heit der Lage dieser dritten Linie von den Lagen der beiden ParaUellinien. 

Diese Beweisart ist in der vorliegenden neuen Schrift wiederholt, 
ohne dafs wir sagen könnten, dafs sie durch die eingewebten philo- 
sophischen Betrachtungen an Starke gewonnen hätte. Der Eehaup- 
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tiing S, 24: „Notionem situs e geometria adeo non excludi posse, ut 
potius notionibus ejus fundamentalibus aimumeranda sit, dudum omnes 
agnovere geometra^' mufs in dem Sinne, in welchem der Verf. den 
Begriff Lage in seinem Beweise gebraucht, jeder Geometer mder- 
sprechen. Wenn wir von des Verfassers Definition: „Situs est modus, 
quo plura coesistunt vel juxta se existuot in spatio" ausgehen, so ist 
Lage ein blofser Verhältnifs -Begriff, und man kann wohl sagen, dafs 
zwei gerade Linien A, B eine gewisse Lage gegen einander haben, 
die mit der gegenseitigen Lage zweier andern C, D einerlei ist. Aber 
der Verfasser gebraucht das Wort Lage in seinem Beweise als abso- 
luten Begriff, indem er von Identität der Lage zweier nicht coincidi- 
renden geraden Linien spricht. Diese Bedeutung ist ofi'enbar so lange 
leer und ohne Haltung, bis wir wissen was wir uns bei einer solchen 
Identität denken und woran wir dieselbe erkennen sollen. Soll sie an der 
Gleichheit der Winkel mit einer dritten geraden Linie erkannt werden, 
so wissen wir ohne vorangegangenen Beweis noch nicht, ob eben die- 
selbe Gleichheit auch bei den Winkeln mit einer vierten geraden Linie 
Statt haben werde; soll die Gleichheit der Winkel mit jedm- andern 
geraden Linie das Criterium sein, so wissen wir wiederum nicht, ob 
gleiche Lage ohne Coincidcnz möglich ist. Wir stehen mithin nach 
des Verf Beweise noch gerade auf demselben Punete, wo wir vor dem- 
selben standen. 

Ein grofser Theil der Schrift dreht sich nm die Behauptung gegen 
Kant, dafs die Gewifsheit der Geometrie sich nicht auf Anschauung, 
sondern auf Definitionen und auf das Priiicipium identitatis und 
das Principium eoutradictionis gründe. Dafs von diesen logischen 
Hüifsmitteln zur Einkleidung und Verkettung der Wahrheiten in der 
Geometrie fort und fort Gebrauch gemacht werde, hat wohl Kant 
nicht läugnen wollen: aber dafs dieselben für sich nichts zu leisten ver- 
mögen, und nur taube Blüthen treiben, wenn nicht die befruchtende 
lebendige Anschauung des Gegenstandes selbst überall waltet, kann wohl 
niemand verkennen, der mit dem Wesen der Geometrie vertraut ist. 
Herrn Schwabs Widerspruch scheint übrigens zum Theil nur auf Mifs- 
verständnils zu beruhen: wenigstens scheint uns, nach dem 16ten Para- 
graph seiner Schrift, welcher von Anfang bis zu Ende gerade das 
Anschauungsvermogen in Anapnich nimmt, und am Ende beweisen 
soll, „postulata Euclidis in generaliora resolui posse, non sensu et 
intuitione, aed intellectu fundata", dafs Hr. Schwab sich bei diesen 
Benennungen verschiedener Zweige des Erkenn tnifsver mögen s etwas 
anderes gedacht haben müsse, als der Königsberger Philosoph. 

Obgleich der Vei-fasser der zweiten Schrift seinen Gegenstand 
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auf eine ganz andere und wirklich mathematische Art behandelt hat, 
so können wir doch über das Resultat derselben nicht günstiger 
urtheilen. Wir haben nicht die Absicht, hier den ganzen Gang seines 
versuchten Beweises darzulegen, sondern begnügen uns, dasjenige hier 
herauszuheben, worauf im Grunde alles ankommt. 

Man denke sich zwei im Puncte N unter rechten Winkeln 
einander schneidende gerade Linien, und fälle von einem Puncte S, 
der aufserhalb dieser geraden Linien aber in der- 
selben Ebne Hegt, senkrechte auf dieselben ST und 
SM. Es kommt nun darauf an zu beweisen, dafs 
MST ein rechter Winkel wird. Der Verf. sucht 
diefs apagogisch zu beweisen; zuvörderst nimmt 
er an, MST sei spitz, fället von T auf MS das 
Perpendikel Tp, und beweiset, dafs p zwischen ^S und 
M fallen mufs. Hierauf fället er wieder aus p auf 
NT das Perpendikel pq, wo q zwischen 1' und N fallen wird. Dann 
fället er abermals aus q auf MS das Perpendikel qp'f wo p' zwischen 
p und M liegen wird. Sodann abermals aus p' auf NT das Perpen- 
dikel p'q' u. s. w. 

Diese Operationen lassen sich ohne Aufhören fortsetzen, und so 
werden von der Linie MS nach und nach die Stücke Sp, pp' u. s. w 
abgeschnitten, die jedes eine angebliche Gröfse haben, und deren Zahl 
unbegrenzt ist. Der Verfasser meint nun, dafs diefs widersprechend 
sei, weil auf diese Weise nothweudig MS zuletzt erschöpft werden mOfste. 
Es ist kaum hegreiflich, wie er sich auf eine solche Weise selbst täuschen 
konnte. Er macht sieh sogar selbst den Einwurf, dafs die Summe der 
Stücke Sp, pp' u. 5, w., wenn diese Stücke immer kleiner und kleiner 
werden, doch, ungeachtet ihre Anzahl ohne Aufhören zunehme, nicht 
über eine gewisse Grenze hinaus wachsen könnte, und meint diesen 
Einwurf damit zu heben, dafs jene Stucke, auch wenn sie immer 
kleiner und kleiner werden, doch immer gröfser bleiben, als eine 
angebliche GrÖfse; nämlich jene Stücke sind Katheten von ■ recht- 
winkligten Dreiecken, und folglich immer gröfser als der Unterschied 
zwischen Hypotenuse und der anderen Kathete. Fast scheint es, dafs 
eine grammatische Zweideutigkeit den Verf. irre geleitet hat, nämlich 
der zwiefache Sinn des Artikels eine angebliche Gröfse. Der Schlufs 
des Verf. würde nur dann richtig sein, wenn sieh zeigen liefse, dafs 
die Stücke Sp, pp' u, s. w. immer gröfser bleiben, als Eine bestimmte 
angebliche Gröfse, z. B, als der Unterschied zwischen der Hypotenuse 
pT und der Kathete ST. Aber das läfst sich nicht beweisen, sondern 
jiur, dafs jedes Stück immer gröfser bleibt, als eine angebliche Gröfse, 
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die aber selbst für jedes Stück eine andere ist, nämlich Sp gröfser 
als der unterschied zwischen pT und ST, femer pp' gröfaer als der 
Unterschied zwischen qp' und qp u. s, w. Hiemit verschwindet nun 
aber die ganze Kraft des Beweises. 

Auf dieselbe Art, wie er seinen Beweis führen zu können geglaubt 
hat, könnte er auch beweisen, dafs in einem ebnen Dreiecke ABC, 
worin B ein rechter Winkel ist, C nicht spitz sein könne; er brauchte 
nur aus B ein Perpendikel BD auf die Hypote- 
nuse AC zu. fällen, dann wieder das Perpendikel 
DE auf AS und so ohne Aufhören die Perpen- 
dikel UF, FG, Gif u. s. w. wechselsweise auf AC 
und AB. Die Stücke GJ), BF, FH u. s. w. sind 
immer gröfser als der angebliche Unterschied 
zwischen Hypotenuse und einer Kathete desjenigen 
rechtwinkligten Dreiecks, worin iede der Reihe nach 
die andere Kathete ist, demungeachtet erschöpft ihre 
Summe offenbar die Hypotenuse, AC nie, so grofs 
auch ihre Anzahl genommen wird. 

Wir müfsten fast bedauren, bei so bekannten und leichten 
Dingen so lange verweilt zu haben, wenn nicht diese Schrift, deren 
Verf. es übrigens wirklich um Wahrheit zu thun zu sein scheint, 
durch die Art wie sie schon vor ihrer Erscheinung in öffentiicheu 
Blättern angekündigt wurde, eine mehr als gewöhnliche Aufmerksam- 
keit auf sich gezogen hatte Wir bemerken daher hier nur noch, 
dafs der Verf nachher aui eme ganz ähnliche, und daher eben so nicli- 
tige Art beweisen will, dals dei Winkel MST nicht stumpf sein 
kann: alleiu hierbei ist doch ein wesentlicher Unterschied, weil in der 
That die Unmöglichkeit dieses Falles in aller Strenge bewiesen werden 
kann, welches weiter auszuführen aber hier nicht der Ort ist. 



Ul. 
öftttingisclie gelelirte Anzeigen. 172. 173. Stück. Den 28. Oct. 182'2. 

Marburg. 

The ne der Parallelen, von Carl Reinhard Müller, Doctor der 
Philisojjhie aufs ero! den tlichem Professor der Mathematik u. s. w. 1822. 
40 S in 4 

Eec hat beieiti vor sechs Jahren in diesen Blättern seine Über- 
zeuTung ausgesprochen, dafs alle bisherigen Versuche, die Theorie der 
1 arallellinien '.ticng zu beweisen, oder die Lücke in der Euklidischen 
Ueometrie auszufill n, uns diesem Ziele nicht näher gebracht haben, 
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und kann nicht anders, als dies TJrtheil auch auf alle späteren ihm 
bekannt gewordenen Versuche ausdehnen. Inzwischen 'bleiben doch 
manche solcher Versuche, obgleich der eigentliche Hauptzweck ver- 
fehlt ist, wegen des darin bewiesenen Scharfsinns den Freunden der 
Geometrie lesenswert, und Rec. glaubt in dieser Rucksicht die vor- 
liegende bei Gelegenheit einer Sehulprüfung bekannt gemachte kleine 
Schrift besonders auszeichnen zu müssen. Den ganzen sinnreichen 
Ideengang des Verf. hier ausführlieh darzulegen, wäre für unsre 
Blätter zu weitläuftig und auch überflüssig, da die Schrift selbst ge- 
lesen zu werden verdient; aber sie hat ihre schwache Stelle, wie alle 
übrigen Versuche, und diese herauszuheben, ist der Zweck dieser 
Anzeige. 

Wii finden diese schwache Stelle S. 15 in dem Beweise des Lehr- 
satzes des 15. Artikels. Dieser Lehrsatz ist der wahre Nerv der 
ganzen Theorie, welche fällt, so bald jener nicht streng bewiesen werden 
kann Wir führen daher zuvorderst diesen Lehrsatz hier auf; die dazu 
gehoiige Figur wird jeder leicht selbst zeichnen können. 

Wenn jeder Winkel an der G-rundlinie ON eines gleichschenk- 



ligen Dreiecks 



ier ist, als der Winkel an der Spitze A, und mau 
setzt in an die Seite OA einen Winkel 
von der Gröfse des Winkels A, dessen 
anderer Schenkel OL die AN in dem 
Punete L zwischen A und N trifft, 
schneidet alsdann von AO ein Stück 
OM=NL ab und zieht ML; wenn 
man ferner in Jlf an MA abermals einen 
Winkel von der Grofse des Winkels A 
setzt, dessen anderer Schenkel MC die 
AN in dem Punete C zwischen A und 
L trifft, hierauf von AM ein Stück 
MB^LC abschneidet und BC ziehet, 
und sodann diese Conatruction auf ähn- 
liche Art fortsetzt, so dafs auf der Linie 
OA die Punete 0, M, B, E, G, K u. s. w., 
auf der Linie NA hingegen die Punete 
N, L, C, D, F, H u. s. w, liegen, so wird 
behauptet, dafs die Stücke OM, MB, 
BIE, EG-, GK u- s. w. oder die ihnen resp. gleichen NL, LC, CD 
DF, FH u. s. w. eine abweichende Progression bilden. 

Den Beweis dieses Lehrsatzes sucht der Verfasser apagogisch so 
zu führe]i, dafs er die übrigen möglichen Fülle, wenn der Lehrsatz 
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nicht wahr wäre, aufzählt, und die Un Statthaftigkeit eines jeden zu 
erweisen versucht. Der Verf. behauptet nemlich, dafs unter jener 
Voraussetzung einer von folgenden fünf Fällen Statt finden müfste. 
Die auf einander folgenden Stücke, von OM an gerechnet, wären 

1) alle einander gleich, oder 

2) jedes nachfolgende gröfser als das vorhergehende, oder 

3) einige einander gleich und das darauf folgende gröfser oder 
kleiner, oder 

4) einige auf einander folgende nahmen fortscli reitend ab, und 
die darauf folgenden fortschreitend zu oder 

5) sie würden abwechselnd gröfser und kleiner. 

In dieser Aufzählui^ ist der mögliche Fall übergangen, dals die 
Stücke anfangs fortschreitend zu und dann fortschreitend abnähmen, 
und nach Rec. eigener Überzeugung (deren tiefer liegende Gründe 
hier aber nicht angeführt werden können) wäre dessen Erledigung 
gerade die Hauptsache und die eigentliche Auflösung des Gordischen 
Knotens. Inzwischen kann man zugeben, dafs diese Auslassung hier in 
so fern wenig auf sich hat, als die Beweisart des Verf. für die LTnstatt- 
haftigkeit des dritten Falles, wenn sie zulässig wäre, auch auf diesen 
Fall von seibat erstreckt werden könnte. Allein eben diesem angeb- 
lichen Beweise der Unstatthaftigkeit des dritten Falls können wir 
keine Gültigkeit zugestehen. Der Verf. stellt die Sache so vor. 

Wenn z. B., in dem dritten Falle angenommen wird, die beiden 
ersten Stücke seien gleich, das dritte aber gröfser, so wäre DC also 
gröfser als GL. Da nun aber AML gleichfalls ein gleichschenk- 
ligtes Dreieck ist, dem dieselbe Grundbedingung zukommt, wie dem 
ureprünglichen Dreieck AON, so mÜfste, wenn jener dritte Fall mit 
seiner angenommenen Unterabtheilung der gültige wäre, DC^^CL 
sein, in Widerspruch mit dem vorher gefundenen. 

Wir haben, wie wir glauben, bei diesem Moment des Beweises, 
das worauf es ankommt noch etwas klarer und bestimmter nach der 
Ansicht des ^ eif angedeutet, als er es selbst gethan hat, wodurch 
daim ibei auch die Schw iclie desselben, wie uns scheint, leichter er- 
kmnt wirl Denn oftenbar ist hier ganz willkürlich angenommeu, 
dafs bei allen gleichschenkligen Dreiecken mit dem Winkel A an der 
Spitze und grcföern Winkel an der Basis, wenn mit ihnen die im 
Lehisatz angezeigte Conatiuction vorgenommen wird, die Folge der 
abgeschnittenen Stucke m Rücksicht auf ihr Gleichbleiben, gröfser 
oder kiemer werden allemal, unabhängig von der GrÖfse der Seiten, 
nothwendig dieselbe sem müsse, eine Annahme, die doch unmöglich 
als von selbst evident betrachtet werden darf. Da sich nun aber 
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hierauf allem der versuchte Beweis der Unetatthaftigkeit des dritten 
(■wie auch vierten und fünften) Falls stützt, und der ganze Artikel 
auch keine andere Ressourcen zum Beweise der Un Statthaftigkeit des 
übergangenen Falls darbietet, so glauben wir hierdurch das oben 
aosgesiiroehene TJrtheil hinlänglich gerechtfertigt zu haben, wobei wir 
aber gern der ganzen übrigen sinnreichen Durchführung in den fol- 
genden Artikeln volle Gerechtigkeit widerfahren lassen. 



lY. 
ßaufs und ßessel. 

1. Aus einem Briefe von Gaufs an Bessel, vom 27. Januar 1829. 
(Briefwechsel S. 490.) 
Auch über ein anderes Thema, das bei mir schon fast 40 Jahr alt 
ist, habe ich zuweilen in einzelnen freien Stunden wieder nachgedacht; 
ich meine die ersten Gründe der Geomelrie; ich weifs nicht, ob ich 
Ihnen je über meine Ansichten darüber gesprochen habe. Auch hier 
habe ich manches noch weiter consolidirt, und meine Überzeugung, 
dafs wir die Geometrie nicht vollständig a priori begründen können, 
ist wo möglich noch fester geworden. Inzwischen werde ich wohl noch 
lauge nicht dazu kommen, meine sehr ausgedehnten Untersuchungen 
darüber zur öffentlichen Bekanntmachung auszuarbeiten, und vielleicht 
wird diefs auch bei meinen Lebzeiten nie geschehen, da ich das 
Geschrei der Boeoter scheue, wenn ich meine Ansicht ganz aussprechen 
wollte. — Seltsam ist es aber, daXs aufser der bekannten Lücke in 
Euklid's Geometrie, die man bisher umsonst auszufüllen gesucht hat, 
lind nie ausfüllen wird, es noch einen andern Mangel in derselben 
cdbt, den meines Wissens niemand bisher gerügt hat, und dem ab- 
zuhelfen keineswegs leicht {obwohl möglich) ist. Diefs ist die Defi- 
nition des Flamm, als einer Fläche, in der die irgend swei Piincte 
verbindende gerade Linie ganz liegt. Diese Definition enthält mehr, 
als zur Bestimmung der Fläche nÖthig ist, und involvirt taeite ein 
Tlteorem, welches erst bewiesen werden mnfs*). 



*) [B. Biützer sagt in seinen Bkmmten der Mathematik (Bd. 2 , zweite Auf- 
lage, Leipzig 1867, S. 5): 

,^ea}ma (Demonstratio fheorematis, esse mpei-ficiem plaftam. Diseertatio in- 
anguralia. Marburg 1837) konstruiert die Ebene durch itotation eines Winkels 
um einen seiner Schenkel mit der Bedingimg, daCa eine concentriaclie Kngelfläche 
in Kwei congruente Teile zerschnitten werde. Guufs ist der Meinung gewesen, 
dafa Deahna's Darstellung tou einigen Mängeln, die in ilir aiiziitieifen sind, aieh 
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2. Aus einem Briefe von Beasel an Gaufs, vom 10. Februar 1829. 
(Briefwechsel S. 493.) 
Icli wtirde sehr beklagen, wena Sie sieb „dureli das Geschrei der 
Boeoter" abhalten liefsen, Ihre geometri sehen Ansichten aus einander zu 
setzen. Durch das was Lambert gesagt hat, und was Schweikardt 
mündlich ilufserte, ist mir klar geworden, dafs unsere Geometrie un- 
vollständig ist, und eine Correction erhalten sollte, welche hypothe- 
tisch ist, und wenn die Summe der Winkel des ebenen Dreiecks 
= 180" ist verschwindet. Das wäre die wahre Geometrie, die Eukli- 
dische die iwnhtische, wenigstens für Figuren auf der Erde. 

3. AuB einem Briefe von Gaufs an Sessel, vom 9. April 1830. 

(Briefwechsel S. 497.) 
Wahre Freude hat mir die Leichtigkeit gemacht, mit der Sie in 
meine Ansichten über die Geometrie eingegangen sind, zumal da so 
wenige offenen Sinn dafür haben. Nach meiner innigsten Über- 
zeugung hat die Raumlehre zu unserm Wissen a priori eine ganz 
andere Stellung wie die reine Gröfsenlehre ; es geht unserer Kennt- 
nifs von jener durchaus diejenige vollständige Überzeugung von ihrer 
Noth wendigkeit (also auch von ihrer absoluten Wahrheit) ab, die 
der letzteren eigen ist; wir müssen in Demuth zugeben, dafs wenn 
die Zahl Mofs unseres Geistes Product ist, der Kaum auch aufser 
unserm Geiste eine E«alität hat, der wir a priori ihre Gesetze nicht 
vollständig vorschreiben können. 



V. 
(iaufs und Scliamacher. 

1831. 
1. Schumacher an Gaufe. Copenhagen, 1831. Mai 3. 

(Briefwechsel, Bd. 2, S. aüü.) 
Ich bin so frei Ihnen anbei einen Versuch zu senden, ohne Parallel- 
linien und ohne [ihre] Theorie zu gebrauchen, den Satz zu beweisen, 

befreien lasse ; in seinem Nachlasse heäudet sich ein dieseu Oegeuatand betreffender 
jauct heate, 1895 noch nicht vcrOffeatlichter [ Anfaatz. Auf ähnlicke Art habeu 
ürdle (Journ. 45, p. 15), Gerling (Grelle J. 2(1, p, 332), Eyh (die Probleme der 
Geraden u. s. w. Heidelberg 1848) das Axiom von der Ebene zu beseitigen 
gesucht,"] 
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(lafs die Sunnue aller drei Winkel eines gradlinichten Dreyeckes ^ 180° 
sey, aus dem dann der Beweis des Euclidiaclien Axioma folgen würde. 
Ich sebze nichts voraus, als dafs die Summe aller um einen Punct 
liegenden Winkel = 360" = 4M, und dafs die Scheitelwinkel sich 
gleich sind. 

Da ich aus Erfahrung weifs, wie sonderbar blind mau (ich wenig- 
stens) mitunter in Bezug auf eigene Arbeiten ist, so fürchte ich sehr, 
dafs eine petitio principii dabei zum Grunde liegt. Ich bin aber jetzt 
nicht im Stande sie zu entdecken, und erwiirte Belehrung von Ihnen, 

[Beilage.] Man verlängere die Seiten eines gradlinichten Dreiecks 
ABC unbestimmt, oder man betrachte ein System von drei graden 
Linien in einer Ebene, deren Durchschnitte das Dreyeck AUG biklen, 
so geben die drei Winkelpuncte uns die Gleichungen: 
2« + 2a = 4E, 

2c + 2j' = 4K, 
ß + /J + r = '5-ß- (» + '' + «^^ 




[Fig. 1.3 



Da diese Relationen bestehen wie auch die Puncte A, B, G liegen 
mögen oder, was einerley ist, wie auch die drei Linien ini Räume [in 
der Ebene] gezogen sind, so lasse mau die Lijiien DC, FJT, unver- 
riicktj und ziehe JF durch den Punct A, so dafs sie denselben Whikel 
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als in ihrer vorigen Lage mit EH macht oder, da dieser Wiukel beliebig 
ist, überhaupt nur so, dafs sie innerhalb des Winkel a fällt, so haben wir 



Kaini mau dagegen sagen, dafs freilich 

h (Iste Figur) = l (2te Figur) 
nach der Annahme, dafs aber der Satz 

c (Iste Figur) = c (2te Figur) 
dann bewiesen werden müsse? 

Mir scheint bei der Willkührlichkeit der Wiukel dieser Beweis 
nicht nothwendig. 

Dies sind die Grundzüge des Beweises und ich erwarte Ihre Ent- 
scheidung. Ich füge nur, um meinen Beweis zu rechtfertigen, liinzu, 
dafs freilich durch die zweite Operation das Dreyeck ABC ver- 
schwindet, aber nicht die Winkel des Drejecks. Wie die Linien 
auch liegen, so ist immer 

jflH^ji, ÜÜF=^y, ])Äli=a 
im endlichen, so wie im verschwindenden Dreyeck, mitunter die Summe 

JAH-\- GÄF-\-DÄE 
immer gleich der Summe der Wiukel eines gradliniehten Dreyecks. 

Soll man also den Satz von einem beliebigen Dreyecke (dessen 
Winkel A, B, C) beweisen, so zieht man die Linien DG, EH, so daXs 

a^A, 
man nimmt ferner den Winkel JAH=^B, (j-ÄF=^ (J. 
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Ist liann JAF keine grade, «ondem eine gebrochene Linie JAF', 
so ist freilich der Winkel c dadurch um de kleiner, der Winkel b 
aber um ebensoviel grÖfser geworden, mithin ihre iSumme unver- 
ändert gebliehen, oder wir haben was zur Bringung des Beweises 
gehört 

2. Gaufs an Sohumacber. Göttingen, den 17. Mai X831. 

{Briefwochsel, J3d. 3, y. ^60.; 

Bei dem, was Sie über die Parallellinieii schreiben, haben Sie, 
genau besehen in Ihren Syllogismen einen Zwischensatz gebraucht, 
ohne ihn ausdrücklich auszusprechen, der so lauten müfste; 

Wenn zwei einander schneidende gerade Linien (1) und (2) mit 
einer dritten (3), von der sie geschnitten werden, respective die Winkel 
A', A" machen , und dann eine vierte (4) in derselben Ebne liegende 
Gerade von (1) gleichfalls unter dem Winkel A' geschnitten wird, so 
wird (4) von (2) unter dem Winkel A" geschnitten werden. 

Allein dieser Satz ist nicht blofs eines Beweises bedürftig, son- 
dern man kann sagen, dafs er im Grunde der zu beweisende Satz 
selbst ist*). 

Von meinen eignen Meditationen, die Kum Theil schon gegen 
40 Jahre alt sind, wovon ich aber nie etwas aufgeschriebcji habe, 
und daher manches drei- oder viermal von neuem auszusiunen ge- 
nÖthigt gewesen bin, habe ich vor einigen Wochen doch einiges auf- 
zusehreiben angefangen. Ich wünschte doch, dal's es nicht mit 
mir unterginge**). 

3. Schumacher an Gaufs. Lübeck, 1831. Mai 25. 

(Briefwechfiel Bd. 2, S, 2iil,) 

Ich falle Ihnen, mein theuerster Freund! uoch einmal mit der 
Farallelentheorie beschwerlich. 

Man veilangere die leiten Ips i,ridlmichten Diejecks unbe- 
stimmt, und nehmt Lincn Ridius B, so groft, dais p p . kleinct, 
aK jede gegebene tn foe «erden Mit diesem Raihus beschieibe man 

*) [Er besagt nämlioh Ufa in demViei-p k (1) {i) (3) (4) die Win kp| summe 
gleich vier Rechten ist ] 

**) ^HMel machte 7U dieser btello m Jahre 1867 folgende Änmeikung die 
wir im Jahre 1895 nur wiederholen können 

Als wir das Veraeiüinib dei Gegenstände durchsahen die d(,r iiertc Bdnd 
der Ausgal e der Werke von Gauß enthilten «oll welche gegenwArtig von der 
Akademie zu Guttingen veroflentlicht wud h il en wir keinen Artikel angezeigt ge- 
funden der sich auf den hier \on dem ^ ilsen (nenmetei mgekundigten llan 
bezieht Es wäre sehr bedauerheh, wenn diesi, so tiefen und origmalen Lntei- 
Buchungen «uf ihm itiite) gegangen wann ] 
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i C den Halbkreis D.KFG. Weil in Bezug auf diesen Halbkreis 
h, c als verschwindend 7,u betrachten sind, iilso die Puncte A, B, 



als in C lallend, so ist dieser Halbkreis das Maafs der drei Winke! 
des Dreiecks, die mithin weniger als jede gegebene Gröfse vun 180" 
differireii*). 

Mir scheint, wenn man den Begritf des endlos wachsenden nicht 
ausschliefst, so zeigt dieser Beweis sehr einfach, dafs in jedem end- 
lichen gradlinichten Dreyecke die Summe der Winkel = 180" ist, 
oder eigentlich, dafs die Constante die, wenn Euclid's Geometrie 
nicht wahr wäre, zu der Summe der Winkel kommt, um die Gleich- 
heit mit 180" zu bewürken, kleiner als jede gegebene Gröfse ist, und 
da sich dies für jedes Dreieck beweisen läfst, so kann diese Constante 
ebensowenig von der Gröfse des Dreiecks abhängen. 

4. Schumacher an Gaufs. Altona, 1831. Junius 29. 

(Briefwechsel Bd. 2, S. 267.) 

Nur etwas habe ich in Ihrem Briefe vermifst — Ihr TJrtheil über 
meinen Beweis, dafs die Summe der Winkel in einem gradlinichten 
Dreiecke nur um eine Gröfse, die kleiner als jede gegebene ist, von 
180" verschieden sey. Sie können leicht denken, dafs mir Ihr ürtheil 
sehr wichtig ist, da Sie jede Schwäche eines Beweises so leicht ent- 
decken. Äufser Ihnen, meinen Gehülfen, und Professor Hansen vom 
Seeberg habe ich noch Niemanden etwas mitgetheilt. Keiner von uns 
kann einen Paralogismus entdecken. 

Sollte jemand den Satz, dafs man die Winkelpuncte eines Drei- 
ecks als coincidirende Mittelpuncte eines Kreises von unendlichem 
(brevitatis causa unendlich genannt) Halbmesser betrachten könne, 

•) [Dasselbe Beweisy erfahren hat bereits der Theologe Äntoine Arnaxtd 
(1612—1694) angewandt (vergl. A. Trans<m, Comptes rendua, t. 73, 1871. S. 368). 
Später haben es EeTtrand (1778) und Schuh (1784) benutzt.] 
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eines Beweises bedürfend halten, obj^leidi ich dies nicht glaube, so 
lüfst sich dieser Beweis strenge führen. 

Mir scheint, wenn zwei Punctc eine endliche Entfernung von 
einander haben, so wird diese Entfernung in Bezug auf eine unend- 
liche LinJe ^ zu setzen sejn, sie coincldireu mithin in Bezug auf 
diese nneiidlicho Linie betrachtet. 



5. Gaufs an Schun:iaoher. Göttingen, den 12- Julius 1831. 
(Briefwechsel, lid. '^, S, '26«.) 
Was die Parallellinien betrifFt, so würde ich Ihnen mein Urtlieil 
aehr gern schon auf Ihren ersten Brief geschrieben haben, wenn ich 
nicht hatte voraussetzen müssen, dafs Iluien mit demselben ohne voll- 
ständige Entwickelungen wenig gedient sein würde. Zu solchen voll- 
stiindigen Entwickelungen, wenn sie wahrhaft überzeugend sein sollen, 
würden aber vielleicht bogenlange Auseinandersetzungen in Erwiederung 
auf das, was Sie in wenigen Zeilen im Grunde nur angedeutet haben, 
iiöthig sein, zu welchen Auseinandersetzungen mir aber gegenwärtig 
dje erforderliche Geistesheifcerkeit fehlt*). Um Ihnen jedoch meinen 
guten Willen zu bethätigen, will ich folgendes hersetzen. 

Die eigentliche Pointe richten Sie sogleich auf jedes Dreieck; 
allein Sie würden im Grunde Ihr nemliches Raisonneraent anwenden, 
wenn Sie das Geschäft zuerst auf den einfachsten Fall anwendeten 
und den Satz aufstellten: 

1) In jedem Dreieck, dessen eine Seite endlich, die zweite und 
folglich auch die dritte hingegen unendlich ist, ist die Summe der 
beiden Winkel an jener = 180". 

Beweis nach Ihrer Manier: Der Kreisbogen CD 

'•■ ist eben so gut das Maafs des Winkels CAD als 

/;>' \ CBD, weil bei einem Kreise von unendlichem Hall>- 

^.-^ " --'^^ \ messer eine endliche Verriickung des Mittelpunkts 

AB ^ für ZU achten ist. Also CAD = CBD, 

CAD + CliA = CBD + CJIJ = 180 

Das Übrige ergibt sich leicht von selbst. Es 
ist nenilich: nach diesem Lehrsatze: 
« + (5-|-d = 180 I 
180 = s+(y 

;, + s = 180 ) 
Also addendo 

i' + ß + r- 180. 

') [Gaufs' Frau war tliimalK kranl;, Sie ist im September dea .lahres gestotbon.] 
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Was nuu aber Ilireii Beweis für 1) betrifft, so profcestire ich 
Kiivörderst gegen Jen Gebrauch einer unendlichen Grofse als einer 
Vollendeten, welcher in der Mathematik niemals erlaubt ist. Das 
Unendliche ist nur eine Fa^on de parier, indem man eigentlich 
von Grenzen spricht, denen gewisse Verhältnisse so nahe kommen als 
man will, während anderen ohne Einschränkung zu wachsen verstattet 
ist. In diesem Sinne enthält die Nicht-Euclidische Geometrie 
durchaus nichts Widersprechendes, wenn gleich diejenigen viele Ergeb- 
nisse derselben anfangs für paradox halten müssen, was aber für 
widersprechend zu halten nur eine Selbsttäuschuiig sein würde, hervor- 
gebracht von der frühern Gewöhnung, die Euklidische Geometrie für 
streng wahr zu halten. 

In der Nicht-Euclidischen Geometrie gibt es gar keine ahn- 
liche Figuren ohne Gleichheit, zum Beispiel die Winkel eines gleich- 
seitigen Dreiecks sind nicht blofs von -0: H, sondern auch nach MaaTs- 
gabe der Gröfse der Seiten unter sich verschieden 
und können, wenn die Seite über alle Grenzen 
wächst, so klein werden, wie man will. Es ist / ^ 
daher schon an sich widersprechend, ein solches 
Dreieck durch ein kleineres zeichnen zu wollen, 
man kann es im Grunde nur bezeichnen. 

Die Bezeichnung des unendlichen Dreiecks in 
diesem Sinne wäre am Ende*) 

in der Euklidischen Geometrie gibt es 
nichts absolut grofses, wohl aber in der 
Nicht-Euklidischen, dies ist gerade ihr wesent- 
licher Karakter, und diejenigen, die dies 
nicht zugeben, setzen eo ipso schon die 
ganze Euklidische Geometrie, aber wie ge- 
sagt, nach meiner Überzeugung ist dies 
blofse Selbsttäuschung. 

Für den fraglichen Fall ist nun durch- 
aus nichts widersprechendes darin, dafs wenn 
die Punkte A, B und die Richtung ÄC ge- 
geben sind, während C ohne Beschränkung 
wachsen kann, dafs dann obgleich so DBC 
dem DAC immer näher kommt, doch der 
Unterschied nie unter eine gewisse endliche 
Differenz heruntergebracht werden könne. 

*) [Die Figur aoll wohl andeuten, dal'a die Winkel gleii'h Null sind.J 
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captiöser, allein wenn man, was Sic mii' angedeutet haben, klar ent- 

__.... wickeln will so milfste 



s Sü lauten: 
Es ist: 



CAB: 


CBD = 


ÜB 


ÜB- 


HÜB 


■ E-CB- 



LU 



/ 



und indem Aü in's un- 
q}j'- endliche wächst, kom- 
men OD um! Ciy einer- 
seits und FjCD, E'CI)' andererseits der Wahrheit immer näher. 

Beides ist in der Nicht-Euklidischen G-eometrie nicht wahr, wenn 
man darunter versteht, dafs ihre geometrisclien Verhältnisse der CJleich- 
heit so nahe kommen, wie man will. In der That ist in der Nicht- 
Euklidischen Geometrie tler halbe Umfang eines Kreises, dessen Halb- 
messer = r: 
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wo k eine Gonstaiite ist, von der wir dureh Erfahrung wissen, dafs 
sie gegen alles durcli uns mefsbare ungeheuer grofs sein mufs. In 
Euklid's Oeonietrie wird sie unendlich. 

In der Bildersprache des Unendlichen würde man also sagen 
müssen, dafs die Peripherien zweier unendlichen Kreise, deren Halb- 
messer um eine endliche Gröfse verschieden sind, selbst um eine 
Gröfse verschieden sind, die zu ihnen ein endliches Verhäitnifs hat. 

Hierin ist aber nichts Widersprechendes, wenn der endliche 
Mensch sich nicht vermifst, etwas Unendliches als etwas Gegebenes 
und von ihm mit seiner gewohnten Anschauung zu ümspanuendes 
betrachten zu wollen. 

Sie sehen, dafs hier in der That der Fragepunkt unmittelbar an 
die Metaphysik streift. 

6. Schamachor an Gaufs. Altona, 1831, Julius 19. 

(Rviefwechael Ud, -2, S. 272.) 
Meinen herzlichsten Dank statte ich Ihnen, mein theuerstor l'rcund, 
für Ihren let/.ten Brief ab. Ich kann nicht sagen, dafs er mich schon 
überzeugt hätte. Ich glaube die unendliche Gröfse nicht als ge- 
schlossen gebraucht zu haben. Mir scheint man kann zeigen, dafs mit 
dem Wachsen des Halbmessers die Differenz der Winkelpuncte des 
Dreyecks immer mehr verschwindet, und sich der Gränze des Zusammen- 
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falleiis, so viel man immer will, nähert. Sagt man also, der Kürze 
halber, sie fallen für einen unendliclien Radius würklich zusammen, 
so wird dies ebenso wie gewöhnlich verstanden, und es folgt daraus, 
dafs in Bezug auf die Peripherie, die von den graden Linien inter- 
captirten Bögen, sich ohne Gränzü dem Maafse der Winkel nähern. 
IndessL'U gebe ich gern zu, dafs ich mich täusche, und werde 
theils selbst die Sache reiflicher durchdenken, theils nnd vorzüglich den 
Augenblick erwarten, wo mtindüche Belehrung von Ihrer Seite mög- 
lich wird. Warum man bei Linien nicht, wie bei allgemeinen Gröfsen, 
Schlüsse brauchen soll, die sich auf ohne Ende wachsende Linien 
gründen, sehe ich nicht ein, vorausgesetzt, dafs mau die Gräozen be- 
stimmen kann, denen mau sich dabei, so weit man will, nähert. 



7. Gaufs an Schumaclier, Göttingen, den 28. Nov. 1846. 
(Briefwechsel Bd. 5, S. 246.) 
Ich habe kürzlich Veranlassung gehabt, das Werkehen von L o b a t - 
schefski (Geometrische , Untersuchungen zur Theorie der Parallel- 
linien. Berlin 1840, bei G. B"uncke. 4 Bogen stark) wieder durchzu- 
sehen. Es enthält die Grundzüge derjenigen Geometrie, die Statt finden 
müfste und strenge consequent Statt finden könnte, wenn die Euclidische 
nicht die wühre ist. Ein gewisser Schweikardt*) nannte eine solche 
Geometrie Ästralgeometrie, Lobatschefsky imaginaire Geo- 
metrie. Sie wissen, dafs ich schon seit 54 Jahren (seit 1792} die- 
selbe Überzeugung habe (mit einer gewissen spateren Erweiterung, 
deren ich hier nicht erwähnen will). Materiell für mich Neues habe 
ich also im Lobatschefsky'schen Werke nicht gefunden, aber die Ent- 
wickelung ist auf anderem Wege gemacht, als ich selbst eingeschlagen 
habe, und zwar von Lobatschefsky auf eine meisterhafte Art in acht 
geometrischem Geiste. Ich glaube Sie auf das Buch aufmerksam 
machen zu müssen, welches Ihnen gewifs ganz exquisiten Genufs ge- 
währen wird. 

*) Früher in Marburg, jet-it Professor der Jurispr. in Königsberg, [Diese An- 
merkung rührt, von Gatt/'s her ] 
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Als nach Gaufs' Tode bekannt wurde, dafs der „priiiceps mathe- 
maticorum" von der Möglichkeit und der Berechtigung einer nicht- 
euklidischen Geometrie Überzeugt gewesen war, da wandte sich die 
Aufmerksamkeit der Mathematiker dem Probleme der Parallel entheorie 
wieder zu. 

In der Periode von 1780 bis 1830 waren alle Beweisversuche 
gescheitert, und man war schliefslich dahin gelangt, die Beschäftigung 
mit der „berüchtigten" fünften Forderung als Vorrecht unklarer Köpfe 
anzusehen und mit den Bemühungen um die Quadratur des Kreises 
und um das Perpetuum mobile auf eine Stufe zu stellen. Dieses Vor- 
urteil war so stark, dafa, um mit Hoüel zu reden, selbst ein Mann von 
so imposantei Autorität wie Gaufs mit seinen Untersuchungen nicht 
hervortrat, „weil ei das Geschrei der Bceoter scheute," 

Jetzt wuide es andeis, und zwar war es it. Baltzer, der in der 
zweiten Auflage semei lilemente auf Gaufs' Ansieht über die 
Parallelentheo ne hinwies und die bis dahin nicht beachteten Unter- 
suchungen von Nikolaus Lobatschefskij und Johann Bolyai 
nach Venlienst würdigte. 

Durch Baltzer angeregt gab Hoüel 18t)6Lobatschefskijs „Geo- 
metrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien" 
(1840) und 1867 Johann Bolyaia „Appendix scientiam spatii 
absolute veram exhibens"{1832) in französischer Übersetzung heraus 
und machte so diese seltenen Schriften einem gröfsem Kreise zu- 
gänglich. Der Übersetzung von Lobatschefskij s Abhandlung war 
als Anhang eine Übersetzung der schon mitgeteilten Briefe von Gaufs 
und Schumacher beigefügt. Es folgte die italienische Übersetzimg 
des Appendix von Battaglini (1868) und die deutsche Bearbeitung 
von Frischauf (1872). In jüngster Zeit sind diese Schriften von 
Lobatschefskij und Bolyai auch ins Englische übertragen worden 
(Halsted 1891). 

Da Lobatschefskij und Bolyai als die eigentlichen Begründer 
der nichteuklidischen Geometrie anzusehen sind, wollen wir über ihre 
Arbeiten einiges mitteilen. Genauer auf (leren Inhalt einzugeben, ist 
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an dieser Steile nicht möglich; wohl aber körnen wir auf Gnmd 
neuerer Forschungen des Baumeisters Fr. Schmidt in Budapest 
und des Professors Ä. Wassiljef in Kasan eine geschichtliche Dar- 
stellung gehen, die über das bis jetzt Bekannte hinaus geht. 

Nikolaus Lobafcschefskij (1793 — 1856) hat bereits in den 
Jahren 1815 und 181G an der Universität •za Kasan Vorlesungen 
über Geometrie gehaltca. Ein von Wassiljef Anfang 1894 gefundenes 
Heft enthält drei verschiedene Versuche, die Parallelentheorie zu ver- 
bessern. „In dem einen wird der Begrifi der Richtung als der funda- 
mentale vorausgesetzt; im zweiten werden die Betrachtungen über die 
unendlichen Zweiecke eingeführt [Bertrand 1778, Schulz 1784]; 
der dritte Beweis schliefst sich an den Legendre'schen Beweis an, 
dafs die Summe der Winkel des Dreiecks nicht gröfser und nicht 
kleiner als zwei Rechte ist. Man sieht also, dafs bei Lobatschefakij 
eine langjährige Denkarbeit der Veröffentlichung von 1826 seiner 
eigentümlichen Anschauungen über die Parallelentheorie voraus- 
gegangen ist." Soweit Wassiljef. 

Wir müssen hierzu Folgendes bemerken. Am 11. Februar 1820 
(alten Stiles) legte Lobatschefskij der physisch - mathematischen 
Abteilung der Universität Kasan eine Abhandlung vor: Exposition 
succiücte des principes de la Geometrie avee une demoustra- 
tion rigoureuse du theoreme des paralleles. Diese Abhandlung 
ist jedoch niemals veröffentlicht worden. Ein Auszug aus ihr ist die 
russisch geschriebene Abhandlung: Über die Anfangsgründe der 
Geometrie, die im Jahre 1839 im Kasaner Boten erschienen ist 
(Lobatschefskijs Gesammelte geometrische Werke, Bd. 1, S. 1 — 67). 

In dieser Veröffentlichung von 1829 hatte Lobatschefskij die 
Möglichkeit einer vom Parallelenaxiom unabhängigen Geometrie be- 
wiesen. Eine ausführliche Darstellung der Untersuchungen, die er über 
diesen Gegenstand angestellt hat, enthalten die „Neuen Anfangs- 
gründe der Geometrie mit einer vollständigen Theorie der 
Parallelen", die 1835—1838 in den Schriften der Universität 
Kasan erschienen sind. Ein Auszug aus diesen in russischer Sprache 
geschriebenen Abhandlungen ist die Ge'ometrie imaginaire, die 
Lobatschefskij im Jahre 1837 in Grelles Journal veröffentlichte. 
Seine Geometrischen Untersuchungen zurTheorie der Parallel- 
linien von 1840 haben wir bereits erwähnt. Eine zusammenfassende 
Bearbeitung aller seiner Untersuchungen, die Pangeometrie, ist 18f)5 
gleichzeitig in russischer und in französischer Sprache erschienen. 

Alle diese Schriften sind jetzt in den Gesammelten geometri- 
schen Werken vereinigt; der erste Band (1883) enthält die in russi- 



y Google 



Lobatschefskij und die beiden Bolyai. 241 

scher Sprache, der zweite (1886) die in deutscher und franzüa isolier 
Sprache verfafsten Schriften ; ihnen geht eine Lebensbeschreibung voraus. 

Wolfgang Bolyai (1775—1856) aus Bolya in Siebenbürgen, 
ein Jugendfreund von Gaufa, mit dem zusammen er in Göttingen 
studiert "hat, veranlafste seinen Sohn Johann (1802—1860) sich mit 
der Parallelentheorie zu beschäftigen, der er selbst schon früh sein 
Interesse zugewandt hatte. Am 3. November 1823 berichtet Johann 
seinem Vater: 

„Ich habe mich entschlossen, sobald die Sachen geordnet sind, 
eine Arbeit über die Parallelen herauszugeben. Es ist noch nicht 
abgeschlossen, aber der Weg, den ich eingeschlagen, verspricht gewifs 
die Erreichimg des Zieles, wenn es überhaupt erreichbar ist. Es ist 
noch nicht erreicht, aber ich habe Sachen herausgebracht, dafs ich 
selbst darüber erstaunte. Es wäre ewig schade, wenn sie verloren gingen. 
Sie werden dieselben erkennen. Ich kann nur sagen: dafs ich aus nichts 
eine andre neue Welt geschaffen habe. Was ich Ihnen bishero ge- 
sendet habe, verhält sich wie ein Kartenhaus zu einem Thurme."*) 

In einer nicht veröffentlichten Selbstbiographic, deren Äbfaasungs- 
zeit Fr. Schmidt in die fünfziger Jahre setzt, schreibt Johann 
Bolyai: 

„Erst im Jahre 1823 habe ich dem Wesen nach das Problem 
durchdrungen, obschon auch nachher noch Vervollkommnungen hinzu- 
kamen. Ich fcheilte im Jahre 1825 meinem einstmaligen Lehrer Herrn 
Johann Walter von Eckwehr (später k. k. General) einen schrift- 
lichen Aufsatz mit, der sich noch in seinen Händen befindet. Auf 
Veranlassung meines Vaters habe ich meinen Aufsatz in lateinische 
Sprache übersetzt, wo selber als Appendix zum Tentamen 1832 
erschienen ist." 

Dieses gegenwärtig recht selten gewordene Tentamen war ein 
zweibändiges Lehrbuch der Mathematik, dessen vollständiger Titel 
lautet: Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos 
purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evi- 
dentiaque huic propria, introducendi. Cum appendice triplici. 
Band I; Marcs Väsarhely 1832, 8". In dem dritten Anhange, der nur 
28 Seiten umfaTst, hat Johann Bolyai seine neue Geometrie ent- 
wickelt; der Titel lautet: 

Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens: a 

*) Der Brief Johanns ist ursprünglich in i 
die deutsche Übersetiang, die wir mitteilen, 
Fr. Schmidt in Budapest. 
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veritate aut falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori band 
unquam decidenda) independeiitem; adjecta ad casum falsi- 
tatis, quadratura circuli geometrica. Äucbore lohanne Bolyai 
de eadem, Geo metrar um in Exereitu Caesareo Regio Austriaco 
Castrensium Capitaiieo. 

Die ungarische Akademie der Wissenschaften hat mit der Herstellung 
eines Neudrucks hegonnen, der hoffentiich bald zu Ende geführt sein wird. 

Einen Auszug aus dem Tentamen giebt das 1851 zu Maros Väsär- 
hely erschienene, ebenfalls recht seltene Werkchen Wolfgang Bolyais: 

Kurzer Grundrifs eines Versuchs 

I. Die Arithmetik, durch zTekmäaaig konstruirte Begriffe, von 
eingebildeten und unendlich-kleinen Grössen gereinigt, anschaulich und 
logisch- streng darzustellen. 

II. In der Geometrie, die Begriffe der geraden Linie, der Ebene, 
des Winkels allgemetü, der winkellosen Formen, und der Krummen, 
der verschiedenen Arten der Gleichheit u. d. gl. nicht nur scharf zu 
bestimmen; sondern auch ihr Seyn im Räume zu beweisen; und da die 
Frage, ob zwey von der dritten geschnittene Geraden, wenn 
die summe der inneren Winkel nicht =211, sich schneiden 
oder nicht? niemand auf der Erde ohne ein Axiom {wie Euklid 
das XI) aufzustellen, beantworten wird; die davon unabhängige Geo- 
metrie abzusondern; und eine auf die Ja-Antwort, andere auf das 
Nein so zu bauen, dafs die Formeln der letzten, auf einen Wink 
auch in der ersten gültig seyen. 

Nach einem lateinischen Werke von 1829.*) M. Vdsärhely, und 
eben daselbst gedruckten ungrischen. 

Maros Väsärhely 1851. 8", 88 Seiten. 

Was endlich das Verhältnis von Lobatschefskij und Bolyai 
zu Gaufs betrifft, so sagt F. Klein in seinen Vorlesungen über 
Nicht-euklidische Geometrie (1889/90): „Es ist keinem Zweifel 
unterworfen, dafs Gaufs durch seinen Einflufs die Unter- 
suchungen von Lobatschewsky und Bolyai angeregt hat." Er 
beruft sich dabei auf die Thatsache, dalÄ Gaufs und Wolfgang 
Bolyai Uni versitäts freunde waren, und zwischen Gaufs und Lobat- 
sebefskij will er einen Zusammenhang daraus herleiten, dafs Lobat- 
schefskij Schüler von Bartels (1709 — 183G) gewesen ist, über dessen 
freundschafthche Beziehungen zu Gaufs uns Sarturius von Walters- 
hausen berichtet hat. 

") Gemeint ist das Tentamen, dessen Dniekcrlsiubnis vom l-'. Oktober ISi'J 
datiert, tleaaeu I. üand jedoch erst, 1832 erachienfiii ist. 
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Eine Entscheidung über die Richtigkeit dieser Vermutungen wird 
kaum möglich sein, solange der Nachlafs von Gfaufs der Forschung 
nnzugänglich ist. 

ÄuTser Lobatsehefskij erwähnt Gaufs in seinem Briefe an 
Schumacher vom 28. Nov. 1846 noch einen andern Namen: „Ein 
gewisser Schweikardt . . . nannte eine solche Geometrie Astral- 
geometrie"; auf Unterhaltungen mit demselben Schweikardt hatte 
sich schon Bessel im Jahre 1829 berufen und mit ihm zugleich 
Lambert genannt. Es schien uns von Interesse zu sein, etwas Ge- 
naueres über diesen bis jetzt nicht beachteten Mann zu ermitteln, und 
wir haben Folgendes feststeJlen können: 

Ferdinand Karl Schvreikart (1780—1857) studierte von 17% 
bis 1798 in Marburg Rechtswissenschaften; daneben hörte er mathe- 
matische Vorlesungen bei J. K. F. Hauff, der seit 1793 verschiedene 
Schriften über die Parallelenfrage veröffentlicht hat. Von 1812 ab 
war Sehweikart in Charkow, von 1816 ab in Marburg und zu- 
letzt, seit 1820, in Königsberg Professor der Rechtswissenschaften. 

Schweikarts einzige Veröffentlichung mathematischen Inhalts 
ist die 1807 erschienene Schrift: Die Theorie der Parallellinien 
nebst dem Vorschlage ihrer Verbannung aus der Geometrie. 
Jena und Leipzig 1807. 8". 138 S. mit ö Tafeln.*) Sie enthält nicht 
etwa, wie der Titel vermuten lassen könnte, den Versuch einer vom 
Parallelenuxiom unabhängigen Geometrie, vielmehr steht Sehweikart 
hier durchaus auf dem Boden der Euklidischen Elemente, die er 
nur auf Grund philosophischer Erwägungen formal umgestalten will; 
statt von Parallelen soll nur von Parallelogrammen die Rede sein. 

Später hat Sehweikart Untersuchungen angestellt, die mit denen 
von Saccheri und Lambert auf eine Linie zu stellen sind, und ist 
schliefslieh unabhängig von Gaufs zur Entwicklung einer 
nicht-euklidischen Geometrie gelangt. 

Als Beleg für die eben ausgesprochenen Behauptungen kann zu- 
nächst ein Brief dienen, den Gerling (1788 — 1864), ein Schüler von 
Gaufs, seit 1817 Professor der Astronomie in Marburg, am 
31. Oktober 18ßl an Wolfgang Bolyai zum Dank für die Über- 
sendung des Kurzen Grimdrisses geschrieben hat. In diesem be- 
merkenswerten Briefe, von dem wir eine Abschrift der Güte des Bau- 
meisters Fr, Schmidt in Budapest verdanken, sagt Gerling: 

*) Diese seltene Sehiift beaitaeu von den griilseren Biicheraaumilungen Deutsch - 
lands nur die Königliche Uuiv-evail.ritsbibliotlink in Kiel und die Künigliclie Hol'- 
und Staatsbibliothek in Münclien. 
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„Meine fritheren Beschäftigungen mit der Parallelentheorie er- 
wähne ich nicht, denn schon im Jahre 1810 — 1812 hatte ich bei 
Gaufs, sowie froher 1809 bei J. F. Pfaff einsehen gelernt, wie alle 
bisherigen Versuche das Euklidische Axiom zu beweisen mifslungen 
waren. Ich hatte dann auch vorläufige Kenntnifs von Ihren Arbeiten 
erhalten, und so schon, als ich zuerst 1820 etwas von meiner Ansicht 
darüber drucken lassen mufste, es genau ebenso geschrieben, wie es 
S. 187 der neuesten Ausgabe noch zu lesen steht." 

Gerling meint hier die Bearbeitung des Lorenzschen Grund- 
rieses der reinen Mathematik, die er 1820 besorgt hatte; die im 
Briefe erwähnte neueste Ausgabe war 1851 erschienen. An der be- 
treffenden Stelle heilst es: „Dieser Beweis [des Parallelen axioms] ist 
auf maßnigfaltige Weise von scharfsinnigen Mathematikern versucht, 
aber bis jetzt noch nicht vollkommen genügend aufgefunden worden. 
Solange er fehlt, bleibt der Satz, sowie alles, was sich auf ihn stützt, 
eine Hypothese, deren Gültigkeit für unser Leben freilich hinlänglich 
durch die Erfahrung dargethan wird, deren allgemeine, nothwen- 
dige Richtigkeit aber ohne Absurdität bezweifelt werden könnte." 

Gerling fährt fort: 

„Wir hatten gegen diese Zeit [1819] hier einen juristischen Pro- 
fessor Schweikart, welcher ehemals in Charkow gewesen war, 
und auf ähnliche Ideen gekommen war, indem er ohne Hilfe der 
euklidischen Axiome eine Geometrie, die er Astralgeometrie nannte, 
in ihren Anfängen entwickelte. Was er mir darüber mittheilte, schickte 
ich Gaufs, der dann mittheilte, wieviel weiter man schon auf diesem 
Wege gekommen und später auch sich über den grofsen Gewinn er- 
klärte, der in dem Appendix zu Ihrem Buche den wenigen Sach- 
kennern dargeboten ist." 

Dieser Brief von Gerling zeigt, dafs der noch nicht veröffent- 
lichte Briefwechsel zwischen Gaufs und Gerling wertvolle Aufschlüsse 
Über die Geschichte der nichteuklidischen Geometrie enthalten mufs. 

Glücklicherweise ist uns von jenem Gaufs'schen Briefe an Ger- 
ling, der sich auf die Astralgeometrie bezog und der wegen seiner 
frühen Äbfassungszeit, stammt er doch aus dem Jahre 1819, von 
hervorragender Bedeutung ist, ein Bruchstück erhalten, und zwa.r 
in einem Schreiben, das Schweikart im Jahre 1824 seinem Neffen 
Taurinus zugehen liefs. Wir verdanken dieses Schreiben der 
Güte des Herrn Pastor A. Fürer in Merseburg, der uns auch einen 
weiteren Brief von Schweikart an Taurinus, sowie einen Brief von 
Gaufs an Taurinus zur Verfügung gestellt hat. Auch diese beiden 
Briefe werden hier zum ersten Male zur Veröffentlichung gelangen. 
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L Königsberg 




Am 18. November 1824 achreibt Schweika 
aus an seinen Neffen Taurinus in Köln: 

„Sehr richtig hast Du den Grundfehler meiner Demonstrationen*) 
in dem Postulat von Quadraten gefunden. Deiner Auflösung, welche 
Dir alle Ehre macht (wiewohl sie schon mehrere auf ähnliche Art 
versucht haben) würde ich unbedingt beytreten, wenn nicht ein kleiner 
Umstand im Wege stünde. 

„Du nimmst an, dafs id = df^fh, das wäre mir unbedenklich, 
wenn Du von ä, f, h Lothe auf die entgegengesetzte Linie fallen 
hefsest; allein Du läfst 
von c, e, g Lothe auf hh 
fallen, — wie willst Du 
es nun machen, dafs diese 
gerade nach d,f kommen? 
Du bedarfst eines Axioms, 
das auf gleiche Art eines Beweises bedarf, wie das Euclidische, näm- 
lich entweder das; wenn man in einem Punkt**) d, der Linie hh ein 
Loth errichtet, so muss es hinlänglich verlängert die ag schneiden; 
oder das: wenn mau auf der Linie ag einen überaus entfernten Punkt i 
Linnimmt & von da eine Linie ilc imter einem rechten Winkel auf 
die hh fallen läfst, so ist hli gröfaer, als eine gegebene Linie hh. Allein 
es ist möglich, dasa die Punkte f, h, k, ob sie gleich alle hinter d 
kommen einem gewifsen Punkte z. B. C sich immer mehr nähern, 
ohne ihn jemals zu en-eichen. 

„Nach der neuen Geometrie, die ich, wie ich Dir einst niich Göt- 
tingen schrieb, gefunden habe, verhält sich die Sache wirkhch so. 
Es gibt eine gewisse constante Linie h C, welche alle Lothe von der, 
noch ao weit verlängerten ag auf hh, nicht überschreiten kijnnen. Die 
Winkel im Dreyeck sind immer kleiner als 2 B und um so kleiner, 
je gröfser das Dreyeck ist. Aus der Summe der 
Winkel läfst sich jedenfalls der Inhalt des Drey- 
eeks bestimmen und umgekehrt. Der Satz, dafs 
ac & hd verlängert zusammentreffen müfsen, wenn 
hac -\- ahd < 2 iJ, ist unwahr. Es hängt davon 
ab, wie gros ah ist. Eben so giebt es eine 
Constante für den Flächeninhalt geradliniger Figuren, die sl 
mag ihre Seiten noch so gros machen, nie erreichen kÖimen. 

„Auf eine Notiz hierüber, die icli vor länger als 5 Jahren i 



') [In der Schrift über die Theorie der Pavallollinicn, vom Jahre 1 
**) [Im Original steht „auf einen l'unkt."] 
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Freimtle Gcrling in Marburg & dieser Gaufsen mitgetlieilt hatte, 
antwortete letzterer unter andern: 

„„Die Notiz von 5'A I*r. Schw. hat mir ungemein viel Vergnügen 
gemacht, und ich bitte ihm darüber von mir recht viel Schönes zu 
sagen. Es ist mir fast alles aus der Seele geschrieben. 

„„Nur blos bey dem einen Artikel, der so anfängt: ist diese Con- 
stante für uns die halbe Erdaxe & ■ — & — &. 

„„Ich vermuthe, dafs ^j Schw. mit allem diesem einverstanden 
aeyn wird, was mich bey dem gänzlichen Zusammentreffen seiner 
Ansieht mit der meinigen sehr freuen wird. Ich will hinzufügen, dass*) 
ich die Astralgeometrie (so hatte ich sie zum Unterschiede gmannt) 
so weit ausgebildet habe, dafs ich alle Aufgaben wollständig lösen kann, 
sobald die Conatante = C gegeben wird. &— &. Die Giäme für dm 

Inhalt eines jeden Dreyecks ist dann: -- ,—--—;.-:•,!;' ^ ^^'^ ß^ ^^'^ 



Polygon 






' {log.hyp.il JrV-i'T 



Das ist freilieh Alles, was wir über Scliweikart mitteilen 
können, denn dieser hat — ebenso wie Gaufs — seine Unter- 
suchungen über die Astral geometrie nicht veröffentlicht, und uusre Be- 
mühungen, in den Besitz von Aufzeichnungen aus seinem Nachlasse zu 
gelangen, sind bis jetzt ohne Erfolg geblieben. Dagegen haben uusre 
Nachforschungen in Betreff jenes Neffen Sehweikarts, des Tan- 
rinus, zu dem überraschenden Ergebnis geführt, dafs auch Tau- 
riuus für die Vorgeschiehte der nichteuklidischen Geometrie von 
Bedeutung ist: zuerst angeregt durch seinen Oheim Sehweikart, 
dann beeinflufst durch Gaufs hat er bemerkenswerte selbständige 
Untersuchungen angestellt und in den Jahren 1825 und 1826 ver- 
öffentlicht. Er ist darin scbliefsHch zur Entwickelung einer nicht- 
euklidischen Trigonometrie gelangt und bat somit einen wieh- 
tigen Teil der Ergebnisse von Lobatsehefskij und Bolyai vorweg 
genommen. 

Über das Leben von Taurinus haben wir Folgendes ermittelt: 
Franz Adolph Taurinus ist am 15. November 1794 zu König im 



*) [Das CMi'Si« Gedruckte ist uusre Ergänzung, da der Originalbrief leider 
an der betreffenden Stelle beschädigt ist. Sollten wir auch den WcniJaut der 
G(i«/s'scben Äufaerungea nicht genau getroflen haben, so kann doch über ihren 
Sinn kein Zweifel bestehen. — Die Bemerkung in runden Klammern ist offenbar ein 
Zusatz von Schweikari.'\ 
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Odenwalde geboren: seine Eltern waren Julius Ephraim Taurinus, 
gräflich Erbach-Schönbergisclier Hofrat, und Luise Juliane, geborene 
Schweikart. Nachdem er in Heidelberg, Giefsen und Göttingen 
Rechtswissenschaften studiert hatte, lebte er von 1822 an in Köln 
ohne Amt und Beruf und fand Mufse, sieh mannigfachen wissen- 
schaftlichen Interessen zu widmen. In Köln ist er auch hochbetagt 
am 13. Februar 1874 gestorben. 

Veröffentlicht hat Taurinus nur wenig: 1825 erschien seine 
Theorie der Parallellinicn, Köln am Ehein, 102 S. 8". 4 Tafeln 
und im folgenden Jahre als Fortsetzung die Schrift: Geometriae 
prima elementa, Coloniae Agrippinae, 76 S. 8". 2 Tafeln. 

In dem Vorwort zu den Elementa hat Taurinus auf Seite 
IV_YI den Ursprung und Verlauf seiner Untersuchungen über die 
rarallelentheorie folg ender mafsen geschildert: 

Der erste, der mich auf das neue System der Geometrie auf-(iv) 
merksam gemacht hat, war ein mit mir verwandter und eng befreun- 
deter Mann, Schweikart, Professor der Rechte an der Universität 
zu Königsberg. Dieser schrieb mir vor vier Jahren ungefähr fol- 
gend ermafsen : Durch emsiges Studium der Geometrie sei er zu der 
Überzeugung gelangt, dass es eine gewisse neue Geometrie gebe — 
er nannte sie Ä stralgeometrie — , bei der die Wiukelsumme im Dreieck 
kleiner als zwei Rechte sei, und er habe zu seiner Freude erfahren, 
dass der berühmte Gauts, dem seine Entdeckung mitgeteilt worden v 
war, schon lange mit demselben Gegenstaude beschäftigt gewesen 
und darin noch weiter gekommen sei. 

„Da jedoch unser Briefwechsel nicht fortgesetzt wurde, und da 
ich selbst damals keine Zeit zur Beschäftigung mit der Geometrie 
hatte, so kam es, dass ich meine Aufmerksamkeit diesem Gegenstande 
nicht eher wieder zuwendete, als bis mir die 1807 in Jena er- 
schienene Schrift desselben Schweikart über die Parallelliuien in 
die Hände fiel, 

Dieses Buch war mir deshalb höchst willkommen, weil ich daraus 
den Sinn und die Schwierigkeit des Problems gründUch kennen lernte, 
sowie auch alle die Methoden zum Beweise der Parallelentheorie, die 
bis dahin bekannt geworden waren. 

Bei der Ausarbeitung der von mir bereits herausgegebenen Theorie 
habe ich nämlich, wie ich gestehen muss, nur sehr wenige Bücher 
benutzt, hatte ich doch ausser der Ausgabe des Euklid von Lorenz*) 



*} [JohanÄ Friedrict Lorem hatte 1773 daa erste bis sechste sowie das elfte 
tmd zwölfte Buch der Elemente in deutscher Übersetaung herausgegeben; diese 
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kaum das eine oder andere Elementarbueh gelesen. Was icli daher 
aus Camerers Ausgabe der Elemente*) kennen lernte — einem 
Werke, das ich lioclischätBe — , das war mir zum Teil neu, besonders, 
dass ich, ohne es zu wissen, auf Gedanken gekommen war, welche 
denen, die man dem Italiener Saccheri und unserm Landsmanne Lam- 
bert zuschreibt, sehr ähnlich sind. Ich für meine Person hatte diese 
Beweismethode von vorn herein für die beste, ja für die einzige ge- 
halten, die es ermöghcht, die Schwierigkeit zu überwinden, und habe 
deshalb kein Bedenken getragen, einige meiner Beweise Gaufs selber 
mitzuteilen. Dieser hat mir sogleich aufs freundlichste geantwortet 
?iund einiges über den Gegenstand hinzugefügt, woraus ich freilich 
seine Ansieht über die Sache nicht vollständig habe erraten können. 
Möchte daher dieser ausgezeichnete Mann seine Gedanken über die 
ganze Frage, die bei einem solchen Geiste von unschätzbarem Wei-te 
sein müssen, baldigst veröffentlichen! Mit mir werden alle Geomcter 
ihn immer von Neuem inständigst darum bitten. 

„Zur Abfassung des vorliegenden Büchleins bin ich um so lieber 
geschritten, als meine Theorie, der ich nur ziemlieh wenig Zeit ge- 
widmet hatte, noch nicht öffentlich besprochen worden ist**), und 
ausserdem vieles enthält, was mir selbst bereits nicht mehr gefällt. 
Übrigens ging meine Absieht besonders dahin, die Analogien zwischen 
den verschiedenen Geometrien deutlicher hervortreten zu lassen. Ob 
mir das einigermassen gelungen ist, das zu entscheiden überlasse ich 
dem urteile erfahrener Männer, die , wie ich z\i versichtlich hoffe, 
wenigstens meine eifrigen Bemühungen, die Wissenschaft der Geometrie 
zu fördern, anerkennen und mir gewogen sein werden. 
„Köln am Rhein, den 1. Decembcr 1825." 

Dafs Taurinus zu seinen Untersuchungen über die Parallelen- 
tlieorie durch Schweikarfc angeregt worden ist, bestätigt einmal eine 
Stelle seiner Theorie der Parallcllinien, die wir S. 261 mitteüen 
werden, noch deutlicher jedoch ein Brief, den Schweikart am 
1. Oktober 1820 aus Marburg an Taurinus abgehen liefs, der da- 
mals m Gottingen Juia studieite In diesem Briefe heilst es: 

„Was die MathemitiL betufft, so überzeugte mich dab was Du 

Euklid Übeisetzung ist wiederholt neu lufgelegt woiden md wa.i in Deutschland 
seliv verbreitet] 

•) lEuchdw EUnienta graece et ktine ed ÖMiifjei et Saiihe Bd I BerHn 
1824. Der JEaxwsus ad EJemenfcn'Ufn I SO enthält eine weitvoUe Geschichte der 
Verauche die fflnfte Foidening ru beweisen für das Folgendp kommen beson- 
ders die Auefahrungen auf S 423—426 in Betracht ] 

**) [Eine wohlwollende Beapieehung der ParalfelenfcheoriD von Tauitnus ist 
' ,j jjj jjg^ ^Hjfeinewitn BeiiJacAem Litteraiatzeibwiig erschienen.] 



y Google 



Aus der Vorrede zu den Elementa. Schweikart und Gaufs an Taunnus. 249 

schriebst, dafs ich mict auch in diesem Punkte nicht in Dir geirrt 
hatte. — 

„Durch meine vieljährigen Studien bin ich zuletzt zu der Einsicht 
gelangt, dafs unsere Geometrie nur eine relative Wahrheit habe, und 
dafe es eine höhere, welche ich die Astral geometrie nenne, gebe, nach 
welcher z B die Winkel im Dreyecke kleiner als 2 rechte sind und 
immer mehr abnehmen, jemehr der Inhalt wächst, ja dafs mit der 
Gröfse der Winkel auch der Inhalt und umgekehrt gegeben ist. 

Zu meiner Freude erfuhr ich, dass der berühmte Gaufs schon 
lange auf demselben Wege und darauf schon weit vorgeschritten ist 
In kurzer Zeit würde ich Dich in diese Ansicht einführen können 
und Deinem Erfindungs triebe ein weites Feld eröfEhen." 

Es folgt eine Einladung an Taurinus, nach Königsberg ku 
kommen, die jedoch abgelehnt wurde. 

Erst seit dem Jähre 1824 scheint Taurinus sich eingehender 
mit der Parallelenfcheorie beschäftigt zu haben. Die Ergebnisse, zn 
denen er kam^ hat er dann Schweikart und Gaufs vorgelegt. 
Das Antwortschreiben Schweikarts vom 18. November 1824 ist 
schon auf Seite 245 — 246 mitgeteilt. Wir lassen nunmehr auch das 
Schreiben von Gaufs folgen: 
„Ewr. Woblgeboren 

gefälliges Schreiben vom 30 Oct. nebst dem beigefügten kleinen 
Aufsatz habe ich nicht ohne Vergnügen gelesen, am so mehr, da ich 
sonst gewohnt hin, bei der Mehrzahl der Personen, die neue Versuche 
über die sogenannte Theorie der Parallellinien [machen,] gar keine 
Spur von wahrem geometrischen Geiste anzutreffen. 

„Gegen Ihren Versuch habe ich nichts (oder nicht viel) anderes 
zu erinnern als dafs er unvollständig ist. Zwar lässt Ihre Darstellung 
des Beweises, dafs die Summe der drei Winkel eines ebnen Dreiecks 
nicht grösser als 180" seyn kann in Rücksicht auf geometrische 
Schärfe noch zu desideriren übrig. Allein dies würde sich ergänzen 
lassen, und es leidet keinen Zweifel dafs jene Unmöglichkeit sich auf 
das allerstrengste beweisen läTst. Ganz anders verhält es sich aber 
mit dem 2". Theil, dafs die Summe der Winkel nicht kleiner als 180" 
seyn kann; dies ist der eigentliche Knoten, die Klippe woran alles 
scheitert. Ich vermuthe, dafs Sie sich noch nicht lange mit diesem 
Gegenstande beschäftigt haben. Bei mir ist es über 30 Jahr, und 
ich glaube nicht, dafs jemand sich eben mit diesem 2". Thei! mehr 
beschäftigt haben könne als ich obgleich ich niemals etwas darüber 
bekannt gemacht habe. Die Annahme, dafs die Summe der 3 Winkel 
kleiner sei als 180", führt auf eine eigne von der unsrigen (Euclidi- 
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sehen) ganz verscliiedeiie Geometrie, die in sieh seibat durchaus con- 
sequent ist, und die ich für mich selbst ganz befriedigend ausgebildet 
habe, so dafs ich jede Aufgabe in derselben auflösen kann mit Aus- 
nahme der Bestimmung einer Constante, die sich a priori nicht aus- 
mitteln läfst. Je grösser man diese Constante annimmt, desto mehr 
nähert man sich der Euelidisuhen Geometrie und ein unendlich grofser 
Werth macht beide zusammenfallen. Die Sätze jener Geometrie 
scheinen zum Theil paradox, und dem Ungeübten ungereimt; bei ge- 
nauerer ruhiger Überlegimg findet man aber, dafs sie au sieh durch- 
aus nichts unmögliches enthalten. So z. B. tonnen die drei Winkel 
eines Dreiecks so klein werden als man nur will, wenn man nur die 
Seiten grofs genug nehmen darf, dennoch kann der Flächeninhalt 
eines Dreiecks, wie grofs auch die Seiten genommen werden, nie eine 
bestimmte Grenze überschreiten, ja sie nicht einmahl erreichen. Alle 
meine Bemühungen einen Widerspruch, eine Inconseqiienz in dieser 
Nicht -Euclidischen Geometrie zu finden sind fruchtlos gewesen, und 
das Einzige was unserm Verstände darin widersteht, ist dafs es, wäre 
sie wahr, im Raum eine an sich bestimmte (obwohl uns unbekannte) 
Lineargrösse geben müfate. Aber mir deucht, wir wissen, trotz der 
Nichts Sagenden Wort- Weisheit der Metaphysiker eigentlich zu wenig 
oder gar nichts Über das wahre Wesen des Raumes, als dafs wir 
etwas uns unnatürlich vorkommendes mit Absolut Unmöglich ver- 
wechseln dürfen. Wäre die Nicht -Eucüdi sehe Geometrie die wahre, 
und jene Constante in einigem Verhältnifse zu solchen Grössen die im 
Bereich unsrer Messungen auf der Erde oder am Himmel liegen, so 
liefse sie sich a posteriori ausmitteln. Ich habe daher wohl zuweilen 
im Scherz den Wunsch geäufsert, dafs die Euclidische Geometrie 
nicht die Wahre wäre, weil wir dann ein absolutes Maass a priori 
haben würden. 

„Von einem Manne, der sich mir als einen denkenden Mathema- 
tischen Kopf gezeigt hat, fürchte ich nicht, dafs er das Vorstehende 
misverstehen werde: auf jeden Fall aber haben Sie es nur als eine 
Privat-Mittheilung anzusehen, von der auf keine Weise ein öffentlicher 
oder zur Oeffentlichkeit ftthrenkönnender Gebrauch zu machen ist. 
Vielleicht werde ich, wenn ich einmahl mehr Mufse gewinne, als in 
meinen gegenwärtigen Verhältnifsen, selbst in Zukunft meine Unter- 
suchungen bekannt machen, 

„Mit Hochachtung verharre ich 

Ewr Wohlgeboren 
Göttinjfen den 8 November ergebenster Diener 

1824. CFGaufs." 
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Wir glauben nicht fehlzugehen, wenn wir annehmen, dafs der 
Aufsatz, den Taurinua an Schweikart und Gaufs gesandt hat, 
im Wesentlichen das enthielt, was die ersten 87 Seiten der Theorie 
der Parallellinien ausmacht. Diese Untersuchungen bezweckeD, die 
Euklidische Geometrie als die einzig zulässige nachzuweisen. Dafa es 
möglich sei, diesen Nachweis zu führen, sobald man nur das Axiom 
der geraden Linie voraussetzt, das heifst fordert, dafs die Gerade 
durch zwei Punkte vollständig und eindeutig bestimmt ist, davon ist 
Taurinus fest überzeugt gewesen. Freilich zeigt die Nachschrift 
(ß_ 88—93) und noch mehr der Nachtrag {S. 95—102) zu seiner 
Theorie der Parallellinien, dafs er schon 1825 nicht umhin konnte, 
die innere Konsequenz des „dritten Systems der Geometrie" an- 
zuerkennen, das heifst, des Systems, bei dem die Summe der Drei- 
cckswinkel weniger als zwei Rechte beträgt. Aber er suchte die 
Euklidische Geometrie auch jetzt noch zu retten, indem er an der 
unendlichen Menge derartiger geometrischer Systeme Äustofs nahm, 
denn diese Systeme sind ja eben so zahlreich, wie die Systeme sphä- 
iisthei (ieometrien. 

Auch die 1825 verfassten und 1826 verolfentlichten Geometriae 
piima elementa bedeuten in dieser Hinsicht keinen Fortschritt: 
Taurinus stellt sich auch hier noch durchaus auf den Boden der 
Euklidischen Geometrie. Dies ist um so wunderbarer, als er die 
AViderspruchslosigkeit des dritten Systems oder, wie er jetzt sagt, 
der logarithmisch- sphärischen Geometrie, klar erkannt und 
sogar die zugehörige Trigonometrie entwickelt und auf eine Reihe 
von elementaren Aufgaben mit Erfolg angewandt hatte. So tiefe 
Wurzeln hatte die zweitausendjährige Autorität Euklids! 

Was die Einzelheiten betrifft, so verweisen wir auf die Auszüge 
aus den Schriften von Taurinus, die wir im Folgenden mitteilen 
werden. Wir haben uns dabei auf das Wichtigste beschrankt und 
bemerken noch, dafs die Theorie der Paralleliinien von 1825 in 
den Königlichen Bibliotheken zu Berlin und Dresden, sowie in den 
Universitätsbibliotheken zu Bonn imd Jena vorhanden ist, während 
die Geometriae prima elementa nur im Besitze der Universitäts- 
bibliothek zu Bonn sind. Die Elementa gehören zu den seltensten 
Schriften, welche die Bücherkunde aufzuweisen hat. Man findet sie 
in keinem der bis jetzt veröffentlichten Verzeichnisse von Schriften 
über die Paralleleutheorie und die Grundlagen der Geometrie aufgeführt. 
Wir haben von dem Vorhandensein der Elementa erst durch Herrn 
Pastor A. Fürer Kunde erhalten; wie dieser mitteilt, hat Taurinus 
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einige wenige Exemplare der aiif eigene Kosten gedruckten Elemenba 
an Freunde verschenkt sowie mathem atiseben Autoritäten übersandt 
und hat später aus Unmut darüber, dafs seine Bestrebui^en keine 
Anerkennung fanden, den Rest der Auflage den Flammen überliefert. 

Fassen wir schliefslich die Ergebnisse unsrer Nachforschungen 
zusammen, so können wir sagen, dafs Schweikart und Taurinus 
ein bis jetzt nicht beachtetes, jedoch sehr beachtenswertes Mittelglied 
bilden zwischen Saccheri und Lambert einerseits und Gaufs, Lobat- 
schefskij und Bolyai andrerseits. 

Schweikarts Leistung besteht darin, dafs er selbständig die 
Möglichkeit und die Berechtigung einer nichteuklidischen Geometrie 
klar erkannt und ausgesprochen hat, und in dieser Beziehung ist er 
mit Gaufs gleichberechtigt. Da er jedoch in der A\isbildung seiner 
neuen Geometrie nicht über die Anfänge hinaus gekommen zu sein 
scheint, so können wir ihn nicht mit Gaufs, Lobatschefskij und 
Bolyai in eine Linie stellen. 

Taurinus konnte sich nicht zu der Freiheit der Auffassung er- 
heben, durch die sich Gaufs und Schweikart auszeichnen; er war 
ebenso wie Saccheri und Lambert von der unbedingten Wahrheit 
der Euklidischen Geometrie überzeugt. Aber während schon Saccheri 
den Kampf gegen die widerspenstige Hypothese des spitzen Winkels nur 
mühsam durchgeführt hatte, und Lambert diesen Kampf, wie wir an- 
nehmen dürfen, abgebrochen hat, so sah sieh Taurinus genötigt, die 
Widerspruchsfreiheit des „dritten Systems" anzuerkennen, versuchte aber 
die Alleinherrschaft der Euklidischen Geometrie dadurch zu retten, dafs 
er sich auf die Vielheit der Geometrien des dritten Systems bei-ief und 
diese für unzulässig erklärte. Das sind, um mit Lambert zu reden, 
„argumenta ab amore et inuidia ducta", die aus der M'issenschaft zu 
verbannen sind. Jedoch ist Taurinus vermöge seiner Erkenntnis 
von der Widerspruchsfreiheit der neuen Geometrie in der Ausbildung 
dieser Geometrie viel weiter vorgedrungen als Saccheri und Lam- 
bert und ist sogar durch einen genialen Gedanken, dem Lambert 
schon sehr nahe gewesen war, zu einer nichteuklidischen Trigono- 
metrie gelangt, wie sie später Lobatschefskij und Bolyai auf 
systematischem Wege ausgebildet haben. Endlich war sich Taurinus, 
ebenso wie Lambert, darüber vollkommen klar, dafs das geometrische 
System, das aufser dem Euklidischen und dem logaritlimisch-sphä- 
risehen noch möglich ist, auf der Kugel seine Verwirklichung findet, 
eine Einsieht, der man erst bei ßiemann wieder begegnet. 
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Was die hier aufgestellte Theorie der Paraliellinien betrifft, so (81) 
giebt gleich der 51. Satz zu einer äufserst interessanten Bemerkung 
Anlafs, In diesem Satze wird bewiesen, dafs, unter der Voraussetzung, 
die Summe der Winkel eines Vierecks könne gröfser ■ sein, als vier S2 
Rechte (oder, was auf eins hinausläuft, die Summe der Dreiecks- 
winkel gröfser, als zwei Rechte) alle Linien, die auf einer andern 
senkrecht stehen, sich in zwei Puncteu iu gleicher Entfernung zu 
beiden Seiten schneiden. Daraus ergiebt sich der oifenbarste Wider- 
spruch mit dem Axiom der geraden Liniof), und ein solches geome- 
trisches System kann nicht geradlinig sein: weiter aber erstreckt sich 
auch die Unmöglidikeifc nicht: man gelangt vielmehr zu der klarsten 
Ueberzeugung, dafs ein consequentes System der Art nichts anderes 
ist und nichts anderes sein kann, als ein System von gi-Ößt€u Kreisen 
auf det Obcifladte einer Kugel oder eine sphärische Geometrie- 
Wenn es ein Mittel gäbe, sieh zu überzeugen, dafs die Linien, 
die man zeichnet oder sich denkt, alle gerade imd in einer Ebene 
befindlich w iien, so müfste nach unserer Einsicht sich ohne Mühe er- 
geben haben, dafs die Euklidische Geometrie die einzige ehene ijerad- 
linige Geometrie sein kann und die Theorie der Parallellinien würde 
nie die mindeste Schwierigkeit gemacht haben. Allein es ist nicht 
möglich, bei allen denkbaren Constructionen die Anschauung der Ebene 
festzuhalten, und so kann es geschehen, dafs man der geraden Linie 
Eigenschaften beilegt, die sie nicht hat, und der Widerspruch sich 
nicht sogleich an den Tag legt. Bogen eines und desselben Kreises 
haben alle Eigenschaften gerader Linien; sie sind sieh ähnlich in allen 
ihren Theiien und bringen ähnliche Erscheinungen hervor, ob sie sich 
gleich nicht in jeder Lage decken. In der That wird man sieh \ leicht sa 
überzeugen, dafs zu der Möglichkeit eines consequenten geometrischen 
Systems nichts gehört, als ein System von gleichen Linien in einer 
zusammenhängenden ebenen oder gekrümmten Fläche. 

Es wäre zu wünschen, dafs in dem entgegengesetzten Falle, wenn 
die Winkel des Dreiecks zusammen weniger als zwei Rechte aus- 



•\) [S. 2-2! „Besonderer Grunihafg der Geumelm 
ist nm' eine gerade Linie möglich."] 
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machen — und wenn diefa bei einem einzigen statt fände, so könnte 
es bei allen Dreiecken nicht anders sein — der Widerspruch mit dem 
Axiom der geraden Linie sich eben so leicht aufdecken liefse: allein 
diefs scheint mit weit gröfaerer Schwierigkeit verbunden. Wir wollen 
indessen den Weg naehzeigen, der unserer Einsicht ■ nach zu dem ge- 
wünschten Ziele führen konnte. 

[Taurinus führt (S. 83 — 86) folgende Gründe an: 

1) Es wäre alsdann die Folge, dafs {gerade) „Linien theilweise zu- 
sammenfallen und dann auseinanderlaufen würden, was bei geraden Linien 
doch gewifs nicht der Fall sein kann"; es ist das genau die Widerlegung 
der Hypothese des spitzen Winkels, die man bei Saccheri ("Seite 122) findet. 

2) „Es gieht { in der Ebene ] nur zwei Arten von Linien, die sich in 
allen ihren einzelnen Theilen gleich und ähnlich sind: die geraden Linien 
und Bogen eines und desselben Kreises: eine solche Aehnlichkeit der Linien 
wird aber zur Möglichkeit eines geometrischen Systems nothwendig voraus- 
gesetzt." Nun können es keine Kreisbogen sein, „uud sind sie gerade Linien, 
so folgt unwidersprechlich, dafs das Euklidische System das einzige ebene 
und geradlinige, jedes andere aber uneben und krummlinig sei."] 

(86) Eine tiefere Untersuchung über die wahre Natur des dritten 
Systems (in welchem die Winkel eines Dreiecks noch keine zwei 
Rechte zusammen ausmachen) liegt aufs er halb dem Zweck dieser 
Darstellung und wir gestehen, dafs sie unsere Kräfte übersteigen 
möchte. 

Dafs in einem geradlinigen Viereck die Summe der Winkel grofser 
als vier Rechte sei, ist absolut unmöglich: dagegen können in einem 
unebenen geradlinigen Vierecke sekr wohl drei rechte und ein spitzer 
Winkel sein, aber man überzeugt sich sogleich, dafs ein solches un- 
ebenes Viereck nicht die Grundlage eines geometrischen Systems sein 
kann, dafs dazu wenigstens eine regelmafsige zusammenhängende 
Fläche gehört. 

Wir haben gegen die Annahme eines solchen Systems als gerad- 
linig noch folgendes einzuwenden; 

1. Es widerspricht aller Anschauung. Es ist wahr, ein solches 
System würde im Kleinen die nemlichen Erscheinungen dar- 
bieten können, wie das Euklidische: allein, wenn die Vorstellung 
des Raumes als die blofse Form der aufsem Sinne betrachtet werden 
darf, so ist unstreitig das Euklidische System das wahre und es lUfst 
sick nicht amielimen, dafs eine beschränkte Erfahrung eine sinnliche 
Täuschung erzeugen könne. 

2. Das Euklidische System ist die Gränze des ersten (wo die 
87 Dreieckswinkcl mehr als zwei Rechte] ausmachen): mit dieser (irjinze 
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hört der Widerspruch, der sich mit dem Axiom der geraden Linie 
findet, auf. 

3. Wäre das dritte System das wahre, so gäbe es überhaupt keine 
Euklidische Geometrie, da doch ihre Möglichkeit nicht geleugnet 
werden kann, 

4. Es findet sich bei der Voraussetzung eines solchen Systems 
als geradlinig kein stetiger Uebergang: die Winkel eines Dreiecks 
könnten nur mehr oder weniger, als zwei Rechte ausmachen, 

5. Dieses System würde ganz paradoxe Folgen haben, die allen 
Vorstellungen geradezu widersprechen: man wird geneigt, dem liaum 
Eigenschaften beizulegen, die er nicht haben kanu. 

6. Alle vollkommene Aehnlichkeit der Flächen und Kör- 
per fällt weg, und doch scheint dieser BegrifP in der Anschauung 
gegründet und ein wahres Postulat zu sein. 

7. Das Euklidische System ist auf jeden Fall das vollkommenste 
und schon deshalb spricht die höchste Wahrscheinlichkeit dafür, dafs 
es auch das wahre sei. 

8. Die innere Consequenz des dritten Systems ist kein Grund, 
es als ein geradliniges zu betrachten: es findet sich in demselben nur 
bis jetzt kein Widerspruch mit dem Axiom der geraden Linie, wie in 
dem andernf). 

Was das dritte System nun eigentlich sei, ob etwa ein System 
von Linien auf der Oberfläche einer Kugel, die durch ebene Schnitte 
entstehen — ob es Linien enthalte, die gleich sein können, ohne dabei 
allemal ähnlich zu sein und sich zu | decken — oder ob es vielleicht ss 
auf etwas Unmögliches führeff), lassen wir dahin gestellt sein und 
sprechen zum Schlüsse unsere Ueberzeugung dahin aus, dafs es ein 
solches System allerdings gebe; dafs wir aber zweifeln, ob es eine i/c- 
radlinige rmd eine ebene Geometrie sein werde. 

[Aus der Nachschrift teilen wir folgende Stelle mit:] 
Es läfst sich sehr leicht zeigen, dafs ein geometrisches System (sy) 
in welchem weniger als zwei Rechte im Dreieck enthalten sind, an 
sich nicht bestimmt ist, sondern eine besondere BestimmnngsgrÖl'se 
oder Constante erfordert. Hieraus ergiebt sich sogleich, dafs es 
a priori gar keine andere Geometrie, als die | Euklidische für uns w 



t) [Diesen Einwand hat Taurinus später fallen laasen ; vergleiche S. 9G e 
Theorie der Parallellinien, hier S. 2<>1 unten.] 

tt) [Man erinnere sieh a.n Lamhfrt.a Imaginilre Kii^el (S 145 d 
Weikea.)] 
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giebt, weil eine solche Constante ganz willkührlieh angenommen 
■werden kannf). 

Man denke sich im Eaum drei feste Pnncte, die nicht in gerader 
Linie liegen, durch Linien verbunden. Einer jeden willkuhrlichen An- 
nahme der Winkelsnmme in dem so entstandenen Dreieck entspricht 
auch eine besondere Natur der drei Linien; denn die Winkel hängen 
durchaus von der Natur der Linien ab und die Constante, die dem 
geometrischen System zum G-runde liegt, hat unmittelbar nur auf die 
Beschaffenheit der Linien Binflufs. Die Linien des Dreiecks sind also, 
so lange es noch einer Constante bedarf, durch die zwei Puncte, 
zwischen welchen sie liegen, nicht bestimmt; daher sind sie, wenn sie 
auch gerade Linien sein könnten, doch nicht von der Art, wie die- 
jenige, die die Grundlage unserer Geometrie ausmacht: denn diese soll 
durch zwei Puncte vollkommen bestimmt sein. Nun bedarf es Jiur in 
dem Falle keiner Constante, wenn die Dreieckswinkel zwei Rechte 
ausmachen; also kann auch nur in diesem Falle die gerade Linie 
schon durch zwei Puncte bestimmt sein oder die Euklidische Geometrie 
entspricht allein unserm Axiom von der geraden Linie. 

In derselben ist die Summe der Winkel von der Gröfse der 
Seiten unabhängig und in allen Dreiecken gleich grofs. 

Darf mau voraussetzen, dafs ein consequentes System, in welchem 
weniger als zwei Hechte im Dreieck enthalten sind, nur einer Con- 
stante bedürfe, wie die sphärische Geometrie, so könnte man daraus 
31 schliefsen, dafs es nur ein System von Bogen eines j Kreises sein 
könne: denn durch eine Constante kann aufser den awei Piuicten, 
zwischen welchen eine Linie hegt, nur noch ein dritter Punct be- 
stimmt werden: drei Puncte aber bestimmen einen Kreis. Allein eine 
solche Voraussetzung scheint sich nicht rechtfertigen zu 
lassenft). 

Li der sphärischen Geojuetrie hat mau 

wo Ä, B, C die drei Tangenten- Winkel , m die von den Winkeln 
A, B eingeschlossene Seite, p die Ludolphische Zahl, r den Halbmesser 
bezeichnet. Da man für ein geometrisches System, in welchem weniger 
als zwei Rechte im Dreieck enthalten sind, die GrÖfseu A, B, m, r 
die nemlichen sein lassen kann, so waren fiir C bei gleichen Be- 

f) [Dies wird von Taurinua auf S. 101, hier S. 2G5 genauer ausgefuhtt] 
ft) [In der That wird nach AuBschlufe der Hypothese des stumpfen Winielfl, 
wie W. Bolyai gezeigt hat, durch das Axiom r Drei l'uvlte bedaitmcn i-iHtii Kreis 
die Euklidische Geometrie hediagt,] 
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stimmungsgröfeen zweierlei Werthe möglich, welches doch dem wider- 
spricht, dafs C eine determinirte Function von Ä, B, m, r sein soll. 
Die Idee einer Geometrie, in welcher die Summe der Dreiecks- 
winkel kleiner als zwei liechte wäre, ist mir schon vor vier Jahren 
mitgetheilt worden;*) ich hahe mich aber nicht damit befreunden 
können und kann es jetzt noch viel weniger. Wenn es ein solches 
System gäbe, so wäre unter den unzählig vielen möglichen nur eines 
das wahre: allein es ist mir viel wahrscheinlicher, dafs alle diese 
Systeme zugleich existiren, so wie ea unzählig verschiedene sphä- 
rische Geometrieen giebt, weil man sich Kugeln von unzählig ver- 
schiedenen Halbmessern denken kann. 



lAw! dem Nachtrug:'] 

Der Sat?,, bei welchem die Eigenschaft der geraden Linie [diireh(9f 
zwei Puncte eindeutig bestimmt zu sein] am meisten in Betracht 
kommt, dessen Beweis daher der ganzen Geometrie die' eigentliche 
Gestalt giebt, ist der Satz von der Summe der in einer ebenen gerad- 
linigen Figur enthaltenen Winkel. Die giündliehste Methode, den 
Beweis zu fuhren, ist ohne Widerrede die, wenn man die drei mög- 
lichen, ganz verschiedenen, geometrischen Systeme hinreichend ent- 
wickelt, nm die Uebe rein Stimmung oder den Widerspruch mit dem 
Axiom der geraden Linie aufzudecken. Eine Geometrie, in welcher 
mehr als zwei Rechte im Dreieck enthalten sind, führt auf einen 
offenbaren Widerspruch mit dem Axiom der geraden Linie; denn in 
jedem System der Art würden die geraden Linien sich in zwei Puncten 
schneiden, ohne zusammenzufallen. 

In dem umgekehi-ten Falle scheint sich auf den ersten Blick eine 
grofse Schwierigkeit zu erheben: allein die Wahrheit liegt meiner 
Einsicht nach doch | bei weitem nicht so tief, als mau zu glauben ge- 9 
neigt sein möchte und ich mich anfangs selbst überredet habe. Jede 
Geometrie, in welcher die Wiukelsuiäme im Dreieck kleiner, als zwei 
Rechte, angenommen wird, enthält in sidi selbst — dem Begriff nach 
— keinen Widerspruch mit dem Axiom der geraden Linie und ich 
nehme meine Vermuthung, dafs ein solcher sich möchte auffinden lassen, 
ganz zurück. Es ist diel's eine nothwendige Folge des Axioms, dafs 
zwischen zwei Puncten nur eine gerade Linie möglich sei, welches 
eine solche Geometrie gewissermafsen nicht auaschliel'st. Der Wider- 
spruch mufs darin gesucht werden, dafs es nicht ein, sondern eine 



*) Von meinem übcim Prof. Sfchweikart] in K[ömgsberg], damals noch i 
MLai'hurg]. [Brief vom 1. Üctober 18^0, Seite HS f. dieses Buchefi.] 
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uiiendliclie Meiijfe von Wystemen der Art giebt, von welchen jedes auf 
Gültigkeit gleichen Anspruch haben würde; dafs es daher zwischen 
zwei Puncten im Kaume unendlich viele gerade Linien gäbe, da es 
doch nach unserm Axiom nur eine einzige, durch zwei Puncte voll- 
kommen bestimmte geben soll. Die Linien eines Dreiecks, das weniger 
als zwei Hechte enthalt, sind also nicht gerade und können sich nicht 
in jeder Lage decken; höchstens dürfte man voraussetzen, dafs diel's 
gen statt finden möchte. 



7) Indessen läfst sich ein System der Art vielleicht vollständig ejit- 
wickeln und bietet immer einen interessanten Gegenstand der Unter- 
suchung dar. Ich vermuthe, dafs es auch nicht ohne Bedeutung in 
der Mathematik sein werde. 




Wenn in einem ebenen geradlinigen Vierecke drei rechte und 
1 spitzer "Winkel sein können, so lilfst sich folgendes beweisen: 

1. In jedem Dreiecke sind weniger, als zwei rechte Winkel, 
Denn es seien in dem A ahv 
(Fig. II.) zwei Rechte, oder mehr als 
zwei Rechte. Fälle (22.) f) von a 
auf bc das Loth ad, so müssen, da 
in den AA ahä, ade die Summe 
der Winkel bei d um zwei Rechte 
^''^- ''■ vermehi't ist, in dem einen oder 

dem andern gleichfalls zwei, oder mehr als zwei Rechte sein. Es sei 
diefs in A ade der Fall: beschreibe (34.) demselben über ac ein 
gleiches aec, so dafs ae = de: alsdann ist eac = acd, eca = dac, 
daher ead=ecä und da a[ngenommener] il[afsen] da(^-\- acd^R oder 
> fi, so ist auch ead (^ ecd) ^ ü oder > B. Errichtet mau daher (16.) 
in a, c Lothe, so würden sie im ersten Fall mit ae, ce zusammenfallen 
und es entstände ein Rechteck aedc: allein alsdann würden auch alle 
Linien, die auf einer andern senkrecht stehn, parallel "f-"}-) sein. Deiin 
verlUngere (21.) ad nach /, de nach ff, errichte (16.) in /, j/ Lothe, die 
sich in h schneiden, verlängere auch ec nach i, ae nach k, so ist, 
weil aedc ein Rechteck (46.) fi = ae, folglich (41.) fiae ein Kecht- 

f) [Diese Zahlen bedeuten hier imtl im Folgenden die Kummern der LehrsäUe 
ans Taw-htus" System der ebenen Geometrie, das unter dem Namen: Sic ersten 
Elemente der Oeometrin den gröfatctt Teil seines Buches (S. 17—72) ausmacht. Es 
schien uns nicht erforderlich, diese Lehisät^^e jedesmal anzufiihteu.] 

tt) [Von iJuklid abweictend erklärt Taurimts (S. 17) als pai'allel „Linien, die 
beatäiidig einerlei EntfemmiB von einander behalten."] 
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eck, daher auch ihek ein Rechteck oder fhff = li, also auch fhdg 
ein Rechteck, dessen Seiten parallel sind und es ist einleuchtend, dafs 
diefs Verhälfcuifs allgemein statt finden würde, gegen die Voraussetzung. 
Im letzten Fall würden die Lothe innerhalb des A ace, z. B. 
in l sich schneiden, es wäre (23.) alc'> amc, amc'^ aec, folglich 
alc > aec > M und in der Figur aide wiiren bei a, ä, c rechte Winke!, 
dagegen alc'> R, folglich (51.) alle Linien, die auf einer andern 
senkrecht stehen, convergirend und nicht gerade, was der Voraus- 
setzung widerspricht. 

2. Wenn von einem Punctc aus nach einer Linie andere 
Linien gezogen werden, so können die Winkel, | die die letz- 99 
tern mit der erstem machen, kleiner als jede angebliche 
Griifse werden. 

Denn es sei a (Fig. IIL) ein Punct, aus welchem nach der hc 
Linien ad, ne gezogen sind. lu dem A 
ade sind die Winkel zusammen < 2 ü. 
Mache (7.) ef=ae, ziehe af, so ist (8.) 
eaf= afti und (eaf -{- afe + aef) <2 R 
Aber (17.) aef + «erf = 2 R, daher acd ''~ 
> {eaf + afe) und afe < \ aeä. Da man '^"^- '"- 

von der bc Stücke, so grofs wie man nur will und ohne Ende nehmen 
kann, weil sich für ihre Verlängerung keine Gränze absehen läfst, so 
miifs man (wie die Arithmetik lehrt) einmal auf einen Winkel 
kommen können, der kleiner ist, als jeder angebliche. 

6. Wenn zwei Linien von einer dritten unter gleichen 
Wechselwinkeln geschnitten werden, so giebt es eine an- 
dere, die auf den beiden ersten lothrecht steht, welche sich 
alsdann nicht schneiden können. 

Denn es seien ab, cd (Fig. IV.) zwei Linien, die von der ef so 
geschnitten werden, dafs &ef= efc. Halbire (13.) e/ in ff, fälle ('22.) gh, 
gL In den A A egi, ghf ist a[ngenommener] 
M[afsen] ieg^gfh, d[urch] C[onstruction] "^ 
eg = gf, eig = ghf, daher (33.) A cgi 
= Aghf: egi = hgf Aber (17.) egi + igf \ 



2B, daher auch igf-{-fgh^2R, folg- 
lich (20.) ig, gh in gerader Linie, die riB- iv. 
sowohl auf ab als cd senkrecht steht: daher (48.) ah, cd zu beiden 
Seiten von ih divergirend. 
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4. Zwei Linien schneiden sicli orler eine dritte kann auf 
beiden senkrecht stehn. 

Es seien ah, cd (Fig. V.) zwei Linien, die sich nicht schneiden, 
ef ein Loth auf cd und J)ef<B: ziehe cg. Wäre heg'>cgf, so 
wird es immer eine Linie eh 
von der Lage geben, dafs hell 
^ ehf, alsdaiui giebt es nach 
dem vorigen Beweis auch eine 
Linie, die auf ah und cd senk- 
recht steht. Wäre heg <ie<jf, so 
il giebt es | eine Lage ei, in welcher 
die" von e aus gezogenen Linien 
die cd nicht mehr treffen werden. 
Allein die von e nach der cd gezogenen Linien können, nach dem 
obigen Beweis, mit derselben Winkel bilden, für deren Abnahme es 
keine Gränze giebt, während der Winkel hei immer eine angebliche 
Gröfse behalten wird; daher giebt es gewifs eine Linie zwischen e 
und der cd, die die Lage hat, dafs sie mit ab, cd gleiche Wechsel- 
■winkel bildet, folglicli auch eine andere, die auf beiden lothrocht steht. 




5. Nun seien ah, ac (Fig. VL) zwei Lmien, die unter dem spitzen 
Winkel hac z^isanimentreffeu. Errichte (16.) in dem beliebigen Punct e 

das Loth ed, so sind 
^^- '' in dem A ade we- 

niger, als zwei Rechte. 
Mache (7.) ef ^ ae, 
zielie df, so ist (6.) 
A def = A dae. Er- 
richte in f das Loth 
"'" fg. Da in dem A 
gdf höchstens zwei 
Rechte sein können, so sind, wenn I) den Unterschied zwischen zwei 
Rechten und den im A dae enthaltenen Winkeln bezeichnet, in den 
AA dae, def, gdf höchstens G J^ — 2 D, \mA, wenn 2 U bei d, 2 B 
bei e abgezogen werden, in A gaf höchstens 2B — 2jf>. Aber 
A gaf bat mit A dae den Winkel hac und einen Rechten gleich; 
folglieh ist es nur der Winkel agf, der um den Unterschied D ab- 
genommen hat. Wird dem A gaf ein gleiches verzeichnet, indem 
man /'/* = af macht, so ist es einleuchtend, dafs das in Ji aufgerich- 
tete Loth, bis zur ah verliingert, mit dieser einen Winkel bilden würde, 
der wenigstens um den doppelten Unterschied J) kleiner wäre, als 



y Google 



Stücke aus der Theorie doi- Parallellinien, 132ri, 



265 



agf, und da man die Construction gleicher Dreiecke ohne Ende fort- 
setzen kaim, weil es für die Verlängerimg der «c keine öränze giebt, 
so wird zuletzt die Summe der Winkel, wie gering auch der Unter- 
schied D gedacht werden \ mag, so klein als man will und ^ lüi 
werden können, Diefs ist aber, da allen Dreiecken der Winkcd bac 
und der rechte Winkel, den das auf ac aufgerichtete Loth bildet, ge- 
mein ist, gar nicht möglieh. Daher bleibt nichts übrig, als anzu- 
nehmen, dafs es auf der ac einen Punct gebe, wo das auf- 
gerichtete Loth die ah nicht mehr trifft. 

6. Schliefsen die geraden ha, ac (Fig. VJl.) einen rechten Winkel 
hac ein, der durch die ad in zwei gleiche Theile getheÜt wird, so giebt 
es nach den vorigen j 
Beweisen immer eine 
auf aä senkrechte 
Linie feg, welche die 
Asymptote sowohl 
von ah als ac, oder 
dieGränze ist, welche 
ah, ac nie erreichen 
können, obgleich sie ^!^ 
sich derselben ohne *'=«■ ^"" 

Ende bis zu einer unangeblicheu Entfernung niihern. Man wird aber auch 
eg als die letzte Linie betrachten können, die durch den Punct e geht, 
ohne die ac zu treffen: alsdann giebt es nach dem obigen Beweis eine Linie, 
die auf eg und ac zugleich senkrecht steht: ebenso darf ef für die 
letzte Linie genommen werden, die durch den Puuct e gehend, die ah 
noch schneidet, folglich mit derselben einen Winkel von nicht mehr 
angeblicher Oröfse bildet. Werden daher von der feg Lothe auf die ac 
herabgcfällt, so werden sie mit der erstem jeden möglichen Winket, 
von einem rechten durch alle Zwischenstufen hindurch bis zum kleinsten 
bilden können, die Figur hacgef stellt also die Asymptoten für jeden 
Winkel, unter welchem Linien zusammentreffen können, dar. 

Die Linie ae kann die Bestimmungsgröfse (Parameter, Asc, 
Potenz) des geometrischen Systems genannt werden und es erhellt 
vou selbst, dafs man sie willkührlich annehmen kann. 

Wäre ae als Grundlinie | eines Dreiecks und gea = M, eac = -^-iJioa 
gegeben, so würde die Summe der Winkel des A age, da der 
Winke! bei g verschwindet, ^ -^ R sein: aber für den Parameter ah 
würde die Summe, weil das in l errichtete Loth die ac noch träfe 
und einen angeblichen Winkel mit derselben machte, 
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Da aber (31.) ein Dreieck durch die Cinindlinie und die anliegenden 
Winkel bestimmt ist, so könnte, wenn ein geometriaclies System, das 
weniger als zwei Rechte im Dreiecke enthält, das geradlinige sein 
sollte, von allen möglichen nur eines das wahre sein, es müfste ii^end 
eine absolute Linie demselben zu Grunde liegen und von dieser 
würde dann, wenn drei Puncte als Eekpuncte eines Dreiecks gegeben 
wären, die Summe der Winkel desselben, also auch die Gestalt der 
Linien abhängen. Aber es läfst sieh gar kein Grund einsehen, dem 
einen System vor allen andern eine aussehliefsliche Gültigkeit beizu- 
legen, man mnfs vielmehr die gleichzeitige Möglichkeit aller Systeme 
annehmen und es wären also, wenn man sie als geradlinig betrachten 
wollte, zwischen zwei Puncten unendlich viele gerade Linien denkbar. 
Aber zwischen zwei Puneten soll es überhaupt nur eine einzige 
geiatle Linie geben: daher können die Linien einer Geometrie, in 
welcher alle Diei cl e weniger ils zwei Rechte enthilten nicht ^eiide 
I inien sein 

AitHierlung Wenn man das Axiom dei geladen Liiiie bO a lednickea mll 
dals die gerade Linie duith zwei Puncte aliBoht lebtimmt sei o kann keine 
Geometrie m welcher wemgei dla zwei Rechte im Dreiecke sind peiadhiiig sein 
weil die Linien derselben iufaei den zwei Pußcten zwischen welchen sie 1 egen 
ihrei Gestalt nach auch noch von demPoiameter des ge meti lachen Systems ab 
hangen wur len Min sieht dl au daf e-i luf keinen It-U n thi|, isl wie 
nanche glauben entwelei dis Euklili chp 11 \\ n 1 uul eh Iten u lei ein 
nleres in de sca sttlk m setz n 
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Es bleibt mir nocb übrig, einiges Wenige über die neue G-eo-(56) 
metrie hinzuzufügen, die uns bei Gelegenheit dieses Satzes*) ent- 
gegentritt. 

Der Flücheninhalt der Dreiecke wird, ebenso wie in der sphäri- 
schen Geometrie, durch die Winkelaumme bestimmt. Hat mau niimlieh 
ein Dreieck, das eine beliebige Winkelsumme besitzt, und zerlegt es 
durch im Innern gezogene Linien in lauter Dreiecke, so wird die 
Summe der Winkel aller ao eutstehenden Dreiecke, vermindert um so 
viel mal zwei Rechte, als die Anzahl dieser Dreiecke weniger eins 
beträgt, gleich der Winkelsumme des ganzen Dreiecks sein, Haben 
daher zwei Dreiecke gleichen Flücheninhalt, so werden sich entweder 
beide in eine gleiche Anzahl gleicher Dreiecke zerlegen lassen, und 
es wird auch die Winkelsumme in beiden gleich sein, oder, wenn das 57 
nicht angeht, wird man doch in beiden Dreiecken eine gleiche Anzahl 
gleicher Dreiecke annehmen können, und die übers eh iefs enden Flächen- 
räume werden so klein sein, dafs man sie veniachlässigeu darf. 
Ebenso wird jedes sehr kleine Dreieck fast genau zwei Rechte ent- 
halten, da es ja eine um so gröfsere Winkelsumme hat, je kleiner es 
ist. Mithin wird man behaupten dürfen, dafs gleiche Dreiecke gleiche 
Winkelsumme haben, und dafs sich die Inhalte der Dreiecke so ver- 
halten wie die Unterschiede zwischen zwei Rechten und den jeweiligen 
Winkelsummen der einzelnen Dreiecke, 

Hieraus folgt eine allgemeine Formel für den Flächeninhalt des 
Dreiecks. Es seien a und A die Flächeninhalte zweier Dreiecke, d 
und D die Unterschiede ihrer Winkelsummon von zwei Rechten, 
dann ist: 

a: A = d: D 
und daher: 



*) [Gemeint ist der Satz 24: Die drei Winl-el jeiles gn-pdliiiigmliri^iccls aind 
mimen gleich zwei Bcdit&n, ilen Taurinm S. *iO— -an ?.ii beweisen vei-aiicht 
hatte. Die Seiten 53 bis 68 enthalten ßemerkungen kii SaL-/, Ü4, von denen wir 
hier einea Teil in deutscher ÜberaetKung wiedergeben.) 
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Aus dieser Formel lassen sich verschiedene Folgerungen herleiten. 
Zum Beispiel müssen die Unterschiede entweder beide positiv oder 
beide negativ sein, damit j. positiv wird, denn sonst hat die Propor- 
tion oder die Gleichung gar keinen Simi, Ist aber bei ungleieheu 
Oberflächen beide Male der Unterschied gleich Null, so v?ird „- gleich 
--, das heifst, a ist unbestimmt, was in der ebenen Geometrie ein- 
tritt. Sind dagegen beide Unterschiede negativ, so kann keiner von 
ihnen grösser als zwei Rechte werden, und es ist somit das Dreieck, 
dessen Winkelsumme gleich Null ist, die Grenze aller Dreiecke oder 
das grbfate von allen. Demnach kann die Fläche des Dreiecks ein 
bestimmtes Mafs des Inhaltes nicht überschreiten, und dasselbe gilt 
auch für jede geradlinige Figur, die man als aus solchen Dreiecken 
zusammengesetzt anzusehen hat. 
8 Dafs es übrigens unmöglich ist, der Geometrie, bei der im Dreieck 

weniger als zwei Rechte sind, einen Widerspruch mit dem Axiome 
der geraden Linie nachzuweisen, geht daraus hervor, dafe man, um 
zu einem solchen Nachweise zu gelangen, erhärten müfste, dafs zwei 
gerade Linien einander in zwei Punkten schneiden, ohne zusammen- 
zufallen; so oft nämlich zwei Linien einander [in dieser Weise] 
schneiden, hat, wie wir gezeigt haben, jedes Dreieck mehr als zwei 
Rechte. Mithin besteht, soweit es auf die Begründung der Parallelen- 
theorie ankommt, zwischen der sphärischen Geometrie und dieser 
Geometrie der Unterschied, dafs die erste dem Axiom der geraden 
Linie durchaus widerstreitet, während hingegen bei der zweiten der 
Widerspruch nur eine Folge der Vielheit der [mögliehen] Systeme ist*). 



iG4) Dies war bereits gedruckt, und es bheb mir nur noch Übrig, 
meine Ansicht über das wahre Wesen dieser Geometrie vorzu- 
bringen, da gelangte ich endlich zu der Gewifsheit, dafs sich diese 
meine Ansicht wirklich beweisen läfat. Von Anfang an hatte ich 
nämlich die Vermutung gehegt, dafs eine solche Geometrie gewisser- 
mafsen die Umkehrung der sphärischen sei, dafs sie Logarithmen mit 
sich bringe und sich aus der allgemeinen Formel der sphärischen 

(15 Geometrie herleiten lasse, und ich würde mich darüber wundem, dafs 
ich eine Sache, die so klar ist und die für jedermann auf der Hand 

1 Trigonometrie aufKii- 
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liegt, niclifc früher durclischaut habe und so grofse Weitläufigkeiten 
BÖtig hatte, wenn ich mich nicht erinnerte, dafs gerade Dinge, die 
ganz selbstverständlich seheinen, oft sogar bedeutendeu Männern lange 
verborgen geblieben sind. Übrigens habe ich geglaubt, an alle dem, 
was vorher aus analytischen Formeln hergeleitet wurde, nichts ändern 
zu sollen, da sieh das nur auf das Verständnis jener Geometrie bezieht 
und bei blofser Änderung der Formeln vollständig gültig bleibt. 

Betrachten ivir also die allgemeine geometrische Formel*) 

A - .ro CO, ■""-'•'•f '"r 
^-.rooos ,i^|,„^^ 

oder auch die folgende einfachere für das gleichseitige Dreieck: 

Ä = arc eos - — ,—• • 

1 + cos ß 

Wird hierin a = gesetzt, so ist der ganze Cosinus gleich ^, und 

daher der Winkel Ä gleich -w, denn die drei Winke! können [hier] 

nicht kleiner als zwei Hechte sein. Aber « kann nicht gröfser als 

■g- sein, denn wäre es ein grofserer Bogen, so würde der Cosinus des 

Winkels Ä kleiner als — 1, das heifst unmöglich. 

Man setze jedoch**): 



Dann ist 


,1a 
<1„ 


1 + 


r i>J 


uml 


-Zj'L (l-!/))/l-2j,_ 
rfy . arc cos 1/ 




. aic cos j ^ CO. . 


■ Vl-4j + 6!,>-2j,> 



Diese Diiferentialfunktion ist integrabel, auch weim y Irleiner a!s 
ist, denn sie geht in die folgende über: 

äy . log 



.JL+VVizii . 



Wenn dagegen y gröfser als -^ ist, dann scheint die Formel weder 
Kreisbogen noch Logarithmen auszudrücken. 

Setzt man jedoch ^ 

cosß = ] -|- a:, 



*) [A bedeutet einen Winiel, und c, ß, y sind den Reiten des Treiecka pro- 
portional. I 

**) (Der Plweck der folgenden Pifl'erent,ia,tion ist uns nicht, verstund lieh.] 
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wobei ich mir x positiv denke, so wird der Winkel A kleiner als .^ , 
und zwar um so kleiner, je gröfser cos« ist. Man setze dalier an 
Stelle dea Bogens a den imaginären Bogen «y^^, dessen Cosinus 
grÖfser als die Einheit ist, so hat man nach einer den Analytikern 
wohl bekannten Formel: 



«^-^-^yiS^'"'' 



CÖE 


(»y-i). 

K.y-i) 


+yc» 


■(»y-i)-i 




-1/».: 


.(.y=^)-i 


.(.y- 




-i)-i 


:(.y: 


-^)-J' 



oder : 



und diese Formel*) enthält nichts Unmögliches, da man för den Cosinus 
dea imaginären Bogens «y^^ jede Zahl einsetzen darf, die gröfser 
als die Einheit ist. 

Aus dieser Gleichung geht hervor: 

cos [tiY^ = -2" ^^■' + *^~''^' 

sin (ßV- i) = \ (<■'' — IT") \'- 1 , 

und da sich diese Formeln von den in der Geometrie schon längst 
gebräuchlichen nur dadurch unterscheiden, dafa hier a an die Stelle 
des Exponenten kj/^^ gesetzt ist, so gilt offenbar Alles, was man 
von den trigonometrisciieu Linien zu beweisen pflegt, eben ao gut 
auch für die hier auftretenden imaginären. Zum Beispiel wird sein: 
sin {fp-\f—\ + ■^i~'^) = sin (y)/- i) cos (((■y^^l + 
+ sin {i\.'-\'—\\ cos (^y— ~i), 

und ebenso bei allen übrigen Formeln. 
Mithin wird die Forme!**): 

A - „.. ,„, co4'^ y^) - ^^- (Pi/-r)_^>vi/--i) 

oder : 

A == arC cos --.r/"-;.-^^--: ■ ~ -^-_-_-r^:zr::^ 

^ _ Vcos * : ^y- 1) - 1 Vco^' fry- 1) - » 

*) [Sie liirat sich aaci in der Form 

„ =. log (co. {ui- 1) - y^m^ («i^'in: 1 ) 

sehi-eiben die im Folgenden ebenfalls benutzt wird.] 

**) [Hierzu heilst es im Druckfehlerverzeichnis Seite 7G ; 

„Es hätte bemerkt werdea aoUen, dass, wenn die Cosinus negativ und kleiner 
als —1 wei-den, die allgemeine Formel S. 65 umgekehrt wird und die Seite 
durch die Winkel, jedoch negativ, auadrückt. Dies scheint den Siim zu haben, 
dass die Winkel, die Her grösser als 120" sind, nicht die Winkel dea Dreiecks, 
sondern ihre Ergänzungen v.u zwei Rechten bedeuten."] 
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eine Geometrie bestimmen, bei der alle Dreiecke weiiijfer als zwei 07 
Rechte enthalten, wenn nämlich für den imaginären Cosinus oder besser 
den Cosinus des imaginären Bogens irgend eine Zahl gesetzt wird, 
die grbfser als die Einheit ist. Dabei müssen jedoch von den Zahlen 
^r ßi y J6 2^61 zusammen grofser als die dritte sein: ich denke mir 
nämlich, dafs diese Zahlen die durch eine gewisse konstante Linie K 
geteilten Seiten eines Dreiecks sind*). Gleichzeitig erhellt, dafs es 
unzählig viele Systeme giebt, da ja, wenn die Linien a, h, c, die Seiten 
des Dreiecks, gegeben sind, die Zahlen k, ß, y gröfser oder kleiner 
ausfallen, je nachdem man R kleiner oder grofser annimmt. 

Da fem er bei einem sphärischen Dreieck die Abweichung der 
Wiukelsumme von zwei Hechten gleich; 



2 arc cos ; 



«+_cosß_+ c 
■ COMP -cos 



ist: so wird in der logarithmiseh-sphärischen Geometrie der 
Unterschied — der von zwei Rechten abzuziehen ist — gleich: 



(.''■•+.-''•■) («■"' + . ■ 



■'; (.'- 



■') 



Setzt man also ß, ß, y gleich — , so wird der Unterschied gleich 
Null sein, denn in einem sehr kleinen Dreieck ist die Winkel- 
summe gleich Ä. Sind dagegen c, /3, y gleich oo, so ist der Unter- 
schied gleich jT, denn die Winkelsumme des gröfsten Dreiecks ist 
gleich Null. Wenn endlich « und ß gleich c» gesetzt werden, y aber 
sehr klein ist, so wird der Unterschied, wie es sein mufs, gleich Null. 
Auf diese Weise leitet mau leicht noch vieles Andre her. 

Läfst man diese Geometrie zu, so zeigt sich bei der Winkel- 
summe des Dreiecks eben die ununterbrochene Stetigkeit, welche die 
Wissenschaft der Geometrie zu erfordern scheint. Geht man nämlich 
von dem gröfsten Dreieck der logarithmisch-sphärischen Geo- 
metrie aus, so ist diese Summe gleich Null, und je kleiner der Jnhalt 
des Dreiecks wird, um so mehr wächst die Summe, bis sie den asymp- 
totischen Wert, nämlich zwei Rechte, erreicht. Wenn andrer.seits die 
Summe volle zwei Rechte beträgt, so entsteht die ebene Geometrie, g 
bei der alle Dreiecke zwei Rechte enthalten. Diese liegt in der Mitte 
zwischen den sphärischen Geometrien. Wenn in dem Dreieck mehr 
als zwei Rechte sind, so nimmt die Summe mit wachsendem Flächen- 
inhalte zu, bis sie gleich 3 re wird, und die Seiten in eine Linie, näm- 

*) [Die Konstante R nennt Taurinug ajjüter die Basis des Systems.] 
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lieh in einen [gvÖfsten] Kreis zusammeofanen ; flies tritt ein, wenn der 
Inhalt gleich der halben Kngeloberfläehe ist. 

Auf einen Punkt mnfs ich noch zum Schlusse die Geometer auf- 
merksam machen: sie dürfen bei dem Beweise der Parallelentheorie 
fernerhin keine Schwierigkeit mehr suchen, denn eine solche ist meiner 
Ansicht nach ganz und gar nicht vorhanden. Eine Linie sehen wir 
nämlich als gerade an, wenn sie durch zwei Punkte bestimmt ist, und 
zum Beweise des elften Euklidischen Axioms ist auTser dieser Er- 
klärung nichts erforderlich; die Beweise, die ich in der von mir früher 
herausgegebenen Theorie veröffentlicht habe (einige unwesentliche 
Punkte sind darin freilich noch zu verbessern), genügen "mir auch 
heute noch. 

Die Untersuchung der Frage, was nun das wahre Wesen der 
logarithmisch-sphärischen Geometrie ist, ob sie etwas Mögliches ent- 
hält oder ob sie nur imaginär ist, wäre zwar für die höchste Gelehr- 
samkeit eine würdige Aufgabe, überschreitet jedoch sicher die Grenzen 
der Elemente. 

9 Aiiliaiig 

mit den. Lösungen für die bemerkenswertesten Aufgaben, der 
logarithmisch- sphärischen Q-eometrle. 

1. Gegeben ist das gröfste Dreieck ABC (Fig. J-); ^u finden ist das 
von [einem PunJcte] der einen Seite AB auf die andre BC gefällte 
Lot, mni Beispiel DE, wenn der Winkel EBB gegä)en ist. 

In dem Dreieck BEB ist der Winkel BEB oder «*) gleich B 

[90**], gegeben ist der Winkel EBB oder ß, und BBC oder j- ist 

gleich Null, denn BC ist Asymptote der Linie AB. Wird noch BE 

mit C und die Basis des geometrischen Systems mit JJ bezeichnet, und 

C _ _ 

gesetzt, so ist nach der Formel: 

cos c = — ■— . .- „ " - 

[bei dem Dreieck BEB\: 



*) [Man beachte, dafs hier uiiri im Folgenden abweichend von der frfilieren 
iBezeichnung n, Ö, y für die Winkel, A, B, C für die Seilen des Dreiecks ge- 
brauolit werden J 
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und daher*) 



cos c = i^ ie'' 



c-V'-) 



- log eotang ^ ß. 



A . 




Es sei zum 
ß = 9G0, dann ist 
cot ^ JJ = 1 und c = 0; 
in der That mnfs die Linie 
C verschwinden, wenn s 
auf ^C und ani AB senk- 
recht stehen solh 

Es sei ß ^ 0, dann 
ist <7= 00, denn das Lot 
AF wird unendlich grofs. 

Setzt man ß = 45" 
s^o wird 
0=2ilog (1+1/2). /x,. 

Diese Linie FQ haben wir / /'' 
den Parameter genannt, j^/ 
da von ihr das ganze geo- 
metrische System abhängt**}. "We: 
die Basis: 

log(i + y2) 
Umgekehrt ist; 7 

cotang ■'}^ ß = e^^" ' 
und wenn man r: ^ ■ — Y— l setzt, cotang -^ß = e und C^R Die 
Basis iJ, oder besser Ry—i, hat man sieh übrigens im Mittel- 
punkte X des gröfsten Dreiecks ABC (Fig. IL [S. 278]) senkrecht zn 
dessen Ebene oder zu der im Punkte x berührenden Ebene vorzustellen. 

'*) [Es ist (vergleiche die erste Anmerkung auf Seite 27-2): 

c = V~ i log (cos c -y^Si^^^^) , 



1 also P der Parameter ist, so ist 



der angegebene Wert von c hervorgeht. Mithin ist: 
C ^ B log eotang -i ^ .] 
*') [Taufimis liezieht sich hier auf seine Theorie dtr l'uraJkUiii 
S. 101, bei uns S. a65.] 
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In gleicher Weise ist jede Linie, zum Beispiel HJ (Fig. I), welche 
die beiden Seiten [AG und B C] des gröfsten Dreiecks unter .3en Win- 
keln CHJ=K und CJH=ß schneidet, gleich: 
R log cot ^a cot ^ß- 
Diese Formel ist für den Beweis des elften Euklidischen Asioms 
von Wichtigkeit. Es mögen nämhch zwei Linien mit einer dritten 
sie schneidenden Ä auf derselben Seite der letzteren die Winkel « 
und ß bilden. Nun hat man, wenn ß + ^ = 180" ist : 
log cot -^ K ■ cot^jJ = 0, 

sollten also die Linien ein- 
ander sehneiden, so müfste 
j1 ^ sein, und zwar bei 
beliebiger GrÖfse der Kon- 
stanten B. Mithin schnei- 
den die Linien einander 
nicht, auch nicht in der 
'C ebenen oder Euklidischen 
Geometrie ; wenn näm- 
lich JE ^ cx> ist, geht die 
logarithmisch - sphärische 
G-eometrie in die Eukli- 
dische über. 

Ist aber cc + ß < iHO", 
so wird 

cot ^ cc . cot -V ^ > 1 
und daher 
^ = iJ log (cot ^(i .cot^ß) 
um so grösser, je grösser die Constante It ist. Mithin schneiden die 
Linien einander, wenn die schneidende kleiner als 

7? log cot ^a . cot^/3 
ist, und in der Euklidischen Geometrie, wenn sie beliebig grofs ist. 

Ist dagegen ß + /3 > 180", so wird der Logarithmus negativ, 
und die liinien treffen auf der andern Seite zusammen. 

Auch die Hypotenuse [Ä] und die andre*) Kathete [B] eines 
rechtwinkligen Dreiecks, bei dem ein Winkel gleich Null ist, findet 
man aus der Formel 




*) [Die Kathete, die dem Terschwicdenclen Winkel 
sclion in Kr, 1 des AohangB bestimmt.] 



cgeniibpi'liegt, ist ja. 
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indem maii y = und « = 90" setzt. Es wird nümlicli (wegen 
A 

und wegen « = 90*j die Hypotenuse: 



^ = Elog (cot /3 cot;- + ycot^/3cotV— l)- 
oder, da coty = c» sein soll: '< 

= It log (2 oo cot /3) = -R (log 2 + log oo + !og cot ß). 
Ebenso wird die andre Kathete 

_ß = ü (log 2 + log cos (5 -H log cc) , 
und mithin der Unterschied zwischen Hypotenuse und Kathete gleich: 
— Blogsin^*). 
Wenn daher ß = 90** ist, so verschwindet der Unterschied, und 
die Hypotenuse wird ebenso wie die andre Kathete gleich Null; 
demnach wird eine Linie, die auf zwei von den Seiten des gröfsten 
Dreiecks senkrecht steht, in das Ende dieser Seiten fallen, die freilich 
unendlich sind. 

Setzt man ß = 45'', so wird der unterschied zwischen der Hypo- 
tenuse A und der Kathete i? gleich M -^ log 2, und, wenn /5 = ist, 
wird der Unterschied gleich oo. 

Aus solchen Unterschieden kann man auch die Linien finden, die 
von zwei Loten abgeschnitten werden**). 

*) [Das Bvgebnia ist richtig. Um es in aller Strenge terzuleitcn , hat man 
in den Formeln; 

A == Elog (cot ^ cot 7 + ycot^p cot=7^T) 



'-^''i&y+VWh') 



den Winkel y als selir klein anzunekmen und A — B nach Potenzen von ■/ zu 
entwickeln. Dann wird 

A — B ^ — Blag sinß + (y), 
wo [7) für y = veräck windet.] 

•*) [Wahrscheinlich hat Tattrinm hier Folgendes gemeint; Werden von zwei 
Punkten D und T>' der Seite AB des grölsten Dreiecks ABC die Lote DE und 
D'ir auf die Seite BO gefüllt, ao entstcken Kwei rechtwinklige Dreiecke BED 
und BE' I)', die beide in B den Winkel Null haben. Die beiden Lote achneiden 
also Ton AB eine Linie DD' ab, die gleich dem Unterschiede der beiden Hypo- 
tenusen BD' und BD, also gleich 

„, cot SD' E' 
K log - 



ist. Ebenso ist 



;ot BDE 

>sBD' E' 



der Ausdruck fflr die Länge der Linie EK. Von dieser Formel wird später, n 
Ende der Seite 72 des Originals (hier S. 280), Gebrauch gemacht.] 
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F. A, Taurinus. 



2. 3Ian soll die Seiten und die Wiiikel des gleiclmitigen Vreiccics 
finden, das imierhalh des gröfstcn Dreiecks so geaeicknet ist, dafs seine 
Ecken auf dessen Seiten liegen. 

In dem gröfsten Dreieck ABC 
(Fig. IL) seien AB, BE, GF die 
Lote, die einander in dem Mittol- 
])nnkfce X des Dreiecks sclineiden. 
Man ziehe FE, FD, ED, sodafs 
iks gleichseitige Dreieck FF.D ent- 
steht. Da für jedes gleichseitige 
Dreieck die Formel giU: 




^ ' und dii der Winkel EDC gleich 

Ma- iJ- 90*'^ Vß = arc cos (sin -^k) ist, so 

wird*) 

3 — COEß 3 + 2COS« 
cos a = -;— T— ■ =^ T— i-7i . 

1 + cosc 1 -^ i coso 
und aus dieser (Ilcicliung ergiebt sicli die Seite des Dreiecks 



ferner ist cos « = ^ und cos« = 



0,6. 



'd. Man soll den Inhalt eines Dreiecks finden, wenn dessen Seiten 
gegehen sind. 

Der Inhalt des gröfsten Dreiecks sei gleich JLf. AVir haben schon 
72 bewiesen, dafs sieb die Flächeninhalte von Dreiecken wie die Unter- 
schiede ihrer Winkelsnnimen von zwei Rechten verhalten. Nun ist der 



*) [Das Droieck EDC ha,t mmlich die Winkel U", SO' ~ -., , 90" — _~, und 
a ist DU = A. Folglich hat mau nach der allgemeinen Formel S. 274, Z. G v. «. 



ei-giebt sich die Gli^ichuiig Aus Testes.] 
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Stücke iius den Geoüiekiat luiiiiii eluinonfn.. 1B-J(i. ^7!) 

Uiiterseliied , wenn die Seitcji a, h, c gegeben siuil*}, ilercu halbe 
Summe gleich S sei, gleich : 



2 arc sin 






2 ny-i -J uy-i "-J ny -i 

null dies,e l'oimel hat man, um den Inhalt zu üiuleu, mit 3£ /,n mul- 
tipliciereii und duich jt zu dividieren. 

Wenn aber das Dreieck gleichseitig ist mid sehr kleine Weiten 
hat, so sind die Winke! ungefähr gleich zwei Rechten, und der Inhalt 
des Dieitcks ist gkich dem Inhalte des ebenen Dreiecks, das von den- 
sellien Stitdi ^cl il.let wird. Nim ist: 

und 8ü weiter, man orkeiiiit iklier leicht, dal's dof Jnlialt des Drei- 
ecks dem Werte: 



sehr nahe kouiuit**), der seinerseits dein Werte [füf das ebene Di-eieek] : 

4 
gleich sein murs. ^Mithin ist: 

oder, da der PiLrametcr 

p-iiiogd+yj) 

ist: 

(logu+y-')- 

Zu derselben Gleichnng kann man auch anf folgende Art un- 
mittelbar gelangen: 

Es mügen Ali, ÖD (Fig. III.) zwei Lote sein, die man iu einem 
gröfsten Dreieck von einer Seite auf die andre gefällt hat, und zwar 
seien sie so klein, dafs der Winket ECD einem Eechten nahe kommt. 
Alsdann darf mau den Flächenraum ÄB('D dem Inhalt der ebenen 



*) [Folgericbtig müfsten die Seiten A, S, genannt weiden | 
**) [Ist a =^ El = C und (1 sehr klein , so dart mau in dei Formel l'üi' den 
DreieoKs Inhalt die Cosinus durch 1, die Sinus duich ihie Bogen eceetzen. Dann 
erhält man 



. l-l/-^"" """"./-l _1^_\' = ■}'}" ^. 

■iV -x j,Y-i V^uy-i) i- 1'' 



als Wert für den Inhalt des gleichseitigen Dreiecks.] 
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Figur gleich setzen, die von denselben Linien eingeschlossen wirtl, 
und dasselbe gilt für den ganzen Eaum zwischen den unendlielieii 
Linien CIE und D£, die sich auf der Seite von E einander immer 
mehr nähern. Tst aber BD sehr klein, so ist es gleich 

^^- M.dloscosEC'D 

_^^.-"-f\ oder, wenn ECI) mit (p bezeichnet 

^ -— __^ ^JJ — wird, gleich*) 



'SfP + l 



Fig. m. _ jj j_ 

Ferner ist**) 

CD = j; log - 
Folglich ist der ganze Flächeninhalt bis zum Lote CD gleich: 

*-' ' cosip ° sintp 

Solange nun qo heinahe ein Rechter ist oder sin 95 nahezu gleich 
Eins, ist der Logarithmus gleich 

log (cos(p -\- 1) 
und, da cosfp = ^ ist, gleich 

eosq;, 
mithin die ganze Differentialfunktion gleich — It^dfp oder der ganze 
Inhalt gleich 

1^9(1" — <p) li-, 

und das gröfste Dreieck gleich **'■') 

4. Mcm soll den JJmfumj eines Kreises finden, dessen Halbmesser 
gegeben ist. 

Wir denken uns ein Dreieck, das von zwei Halbmessern a und 
von der Sehne 6 des zwischen beiden liegenden Winkels q) gebildet 
wird. Nach der Formel: 

*) [Setzt man in der zweiten Aiimeikung auf S. 277 
BJyi,- = 11 + '(^7 BDE= <p, 
Bo urhiilt mim für die gesuchte Linie : 

S log '^°'(f' + ^'P^ ^li,A log COB q..] 

coaqi 
**) fin Nr, 1 des Anhangs war ja gefunden : (7 = B log cot \ ^. \ 
**'') [Da das Dreieck EGB den Flächeninhalt (90" — tp)B' liesitzt, während 
Keine Winkelsumme 90" -|- f beträgt, eo gilt die Gleichung: 

(911" - q)) jRä : JZ = (90" — ip) : n, 
untl es wird daher, uie im Texte richtig nngegeben ist: il/ ^ «E'.J 
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wird: 

cos ( — iz^-l = (1 — costp) cos^f ,-=1 + cosro. 

Wenn dalier der Winkel 95 sehr klein ist, und man für eoay: 

1 — -g- sin^ (p 
setzt, so ist: 

^^ _ .' ,m',p (coü> {-^^) - 1) + 1 

nnd: 

J - i»»g (|/;si»'9(cos'(-^^-^-)-l)VsmV(cos'(-^_-j- 1) + 

Mau setze sing; gleich seinem Bogen, gleich — , ivo n = cc. Ver- 
nachlässigt man sodann die Glieder, die sin^gj enthalten, so wird der 
Logarithmus gleich: 

oder, da n = ao ist, gleich 



Mithin wird der ganze Umfang gleich*); 

Man setze zum Beispiel co8( — ' . - ] =1/2 oder «=Ä log (I +[/2), 
*) [Setzt man in diesem Ausdruck an die Stelle von cud ( 1 eeinen Wert 

Uy-1/ 

so erhält man füi' den Umfang- genau den Ausdruck: 

den Gaufs 1831 in dura einen seiner Bneie an Schumaclicr angegeben liafc 
(s. S. 23i).] 



yGoosle 



so ist der Umfang glcicli 21i7e. Odeij wenn cos j — "-^-.t ) = l-\-d, 

wo d sehr klein ist, so ist der Uuifang gleich 2%Ity2d, und der 
71 llalhmesser [a] gleich 

11 Jüg (i +(/ + ]/ (1" +7o-^ i) = uy-id. 

Bei sehr kleinen iCreisen verhält sich daher der Umfang zum Halb- 
messer ebenso, wie in der Euldidischen Geometrie. Ist dagegen 

cos ( — T^-A = X , 
so ist der Umfang im Verhältnis zum Halbmesser nnendlich grofs. 

Auf älmliche Weise findet man den Inhalt des Kreises, wemi 
der Halbmesser a gegeben ist. Er ist nämlich gleich'^): 

oder, da 

« - ^"»" (»»(spt^) +1/""" Q:J,Fi) 

ist, gleich 

-e-(^ )-0"- 

Ist zum Beispiel cos {--'^^^\ = y2, so ist der Inh^ilt des Krei- 
ses gleich: 

{bg(l+]/-J'/ ' 
während der Umfang desselben Kreises gleich: 



log(l+V2) 

ist. 

Die Oberfläche*) der Kugel findet man gleich: 



*) [Tn seiner Göom^trie imaginaire (Crellesches Journal Bd. 17, S. 307 
und 309, Geometrische Werke Bd. 2, S. 696 und 598) findet LobatScJmfskij für den 
i'lächeninhält des Kreises vom. Halbmesser )■ den Wert 

und für Oberfläche und Rauminhalt der Kugel Tom Halbmesser r die Wurtu: 

die Ton. Tauriniis angegebenen Auedrücke gehen für R ^ i, a ^ r \ti die Lobat- 
sehefskyschen über.] 
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s den Geometiia 



4«(c"'(^,)-i)-ri' 

und ihren lliiiiminlialt gleicli : 



uikI ebenso beweist man mit leichter Mühe noch vieles Andre. 

Zum Schlufs sei noch Folgemies bemerkt: In der logarithmisch- 
sjihärischeu Geometrie sind zwar die Sinus Lille unmöglich, aber die 
trigonometrischen Formeln enthalten trotzdem nichts Unmögliches, 
da die Sinus immer in solchen Verbindungen vorkommen, dafs ihr 
Produkt möglich wird. Das ist auch gar nicht wunderbar, weil alle 
Verbindungen der trigonometrischen Linien aus der Ähnlichkeit von 
Dreiecken hergeleitet werden, und daher Alles, was von den wahren 
trigonometrischen Linien bewiesen wird, ebenso auch von den imagi- 
nären gilt. 
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ATDweicIlungen vom Urtext. 

S. 271, %. 17, 10 V. u. (S. 65, Z. 9, 4 v. u.). Im Urtext steht: > — 1 statt; < — 1. 

Das wiederholt aioK auch im Druckfehlerverzeichnis S. 76, Z. 6 v. u., bei uns 

S. 272, Z. 5, 4 T. u. 
S. 271 Z llv u (S 1.0 Z 6v u.)- (ißarc. cos. ;' . + <'°^- " statt riaaic.cOB. - ^^ ■ " ■ 

S. 271 Z 7 Y u (fe ba Z 2 \. n.) V < -4 statt: j/ > 1, was übrigeas schon T«»- 
HHfi seibat im Druckfehlerverzeichnis (S. 76, Z. 8 v. u.) Teibesaert hat. 

S. '273 Z t, S T (*== G(i Z. 7, 8 v. o). Timrüms hat tlieso i'ormehi offenbar 
aus dei TOiher heintrfen richtigen Gleichung': 

-Vif'-i 



durch die Suhstitution : y = cos (c"|/— l) abgeleitet; bei den so entstehen- 
den Formeln mufs aber: 



gesetzt werden, was unbequem ist und zu Verwechselungen Änlafs giebt. 
Wir haben deshalb in beiden Formeln der rechten Seite das entgegen- 
gesetzte Voizeii-hen eiteilt, ah bei Taurimis. 

S. 373, Z 6—1 ¥ u (& 7b, Z 7—1 v. u.). Die Anmerkung lautet im Urtext 
folgend ermal-en 

„pag 06 notandum eiat, ^ji coainus fierent negatiri, > — 1, formulam 
generalem p bö converti eaque etiam esprimi latus per angulos, negative 
tarnen, quod eum Fensum habere videtur, ut anguli (qui hie sunt > 120".) 
non smt anguli trianguli, sed eoium complementa ad duoa rectoa." 

S. -274, Z 18—10 y n 8 I ü, Z 1—4 ¥. o.). Die Überschrift lautet im Uttest: 
„Additamentum | solutiones problematum geometriae logarithmo- [ sphaericae 
in^igniorum contincns [ (Cum adji ota tabula.)" 

S. 275, Z 2—4 T o (S b'J, Z 15 Y 0). Im Urtext steht: „sed cos.c = ^-^^-^ , 

itaque c = log cotang \ ß", während nachher für ß =^ 45" richtig: 
C = J? log (1 -f yT) angegeben ist. 
S. 27o, Z 14 13 V u (=! 70, Z 1 \ o.), „Vice versa cotiing . ?, p est = e'^' et po- 
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Abweichungen vom Urtest der Elemeata. 285 

S. 276, Z. 4 V. o. (S. 70, Z. 8 v. 0.). Der Faktor li fehlt im Urtext, während 
er nachher, bei der Betrachtung des Falles a -\- ß <^ 180", angegeben ist. 

S. 976, Z. 6, 5 T. u. (S. 70, Z. 6, 4 v, u.) „Hypotenusae quotiue et alteri catheti 
trianguli rectanguli . . . inveniuntur." 

S. 277, Z. 10 T. 0. (S, 71, Z. 5 t. o.). Der Faktor E fehlt. 

8. 278, Z. 14, 16 ¥. 0. (S. 71, Z. 7 t. u.). „angulua E1)C = 90" — a ß , = arc. sin. \ o". 

S 279, Z. S V. 0. (S. 73, Z. 5 v. o.). Im Urtext fehlt bei S, «, h, c der Faktor 
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ZI ( 7 Z 1 ) Im N f tu d r kto B wäh d 

hh bt M = II f und wi d 

2 Z 10 i'' Z ) B U dr F rm 1 f 11t 

d F kt B 
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IdMIdFktBwhd 1 dlt Fmlfl 

Fl h inh It ( — <e)R g l> t 

OZl (S Z7 ) ttt4 

1 Z I, 11 1 B 1 i t hlt l d 

1 abtur 

. 281, Z. 7, 9, iü, U, 10, 18 y, o. (S. 73, Z. 11, 10, 9, 6, 5, 4 y. u.). Dem Vor- 
hergebenden entsprechend stehen im Urtext a und ft stiitt; 



«y- 



S' 



S, 281 Z. 8 Y. u. (S. 73, Z. 4 y. u.). In beiden Ausdcücbec fehlt der Faktor ]t. 
S. 281, Z. 7 y. u, und fi. 282, Z. 1, 2 T. o. (S. 73, Z. 3, 2, 1 y. u.). „Ponatur y. g. 

cos . et = |/2, vel « = log . (l +]/2), peripheria erit = E^-. vel ai cos . o sit. 

= 1 -\- d, ubi (( exiguuui sit, circumferentia erit = y-^d". 
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286 F- A. Taurinua, Abweichungen vom Urtext der Klemeatii. 

S. 282, Z. 4 V. o. (Ö. 74, Z. 1, 2 ¥. o.) fehlt in beiden Ausdrücken der Faktor B, 
S. 282, Z, 7, 11, 13, 15, IG v. u. (S. 74, Z. 3, 7, 8, 9, 10 v. o.). Überall cob.m 

statt C08 f'- — ^.--V 
S, 283, Z. 1, 3 y. 0. (S. 74, Z, 12, 11 v. u.). oos.d und » statt: 



ingeschlosBenen Seiter 
Originalausgabe der Geonietriae prima clementa. Köln 182G, 



Die in runde Klammern eingeschlosBenen Seitenzahlen beziehen sich auf die 
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VEEZEICHNIS 



SCHRIFTEN ÜBEß DIE PAEALLELENTHEOEIE, 



DIE BIS ZUM JAHKE 1837 ERSCHIENEN SIND. 
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Bei der Aufstellung <äes folgenden Verzeichnisses von Schriften 
über die Parallelentheorie haben wir eine Heihe wertvoller Vor- 
arbeiten benutzen können, die am Ende dieser Einleitung in chrono- 
logischer Reihenfolge aufgeziihlt sind. 

Wir haben geglaubt, eine Pflicht der Gerechtigkeit zu erfüllen, 
indem wir hinter den Schriften, die wir von unseru Vorgängern über- 
nommen haben, den Namen des Autors nannten, bei dem sie zuerst 
erwähnt werden. Hiermit haben wir zugleich einen andern Zweck 
erreicht. Da wir uns bald überzeugten, dafs viele unter diesen An- 
gaben unvollständig und ungenau waren, sind wir bemüht gewesen, 
die Schriften, die wir anführen, soweit das irgend möglich war, 
selbst einzusehen. Die Schriften, die wir uns verschaffen konnten, 
sind mit einem {*) bezeichnet; wo uns nur eine spätere Auflage zu 
Gebote stand, ist ein (f) angewandt worden. Nur für den so ge- 
kennzeichneten Teil unscrs Verzeichnisses können wir die volle Ver- 
antwortlichkeit übernehmen. Wo wir uns auf unsre Vorgänger ver- 
lassen mufsten, ist auf die soeben erwähnte Art immer ein Gewährs- 
mann, in Fällen, wo die Angaben einander widersprechen, sind 
mehrere angeführt. 

Obgleich die Anzahl der Schriften unsers Verzeichnisses bis auf 
253 angewachsen ist, können wir keinen Anspruch auf unbedingte 
Vollständigkeit machen. Wir hoffen indes, nichts Wesentliches 
übersehen zu haben. Damit man erkennt, was wir als wesentlich 
ansehen, wollen wir die ' Grundsätze darlegen, die uns bei der Auf- 
stellung des Verzeichnisses geleitet haben. 

Eine grofse Schwierigkeit lag darin, dafs es unmöglich ist, eine 
scharfe Grenze zwischen den Schriften zu ziehen, welche die Parallelen- 
theorie im engem Sinne und denjenigen, welche die Grundlagen der 
Geometrie überhaupt behandeln. Von der überaus grofsen Zahl der 
Euklid-Kommentare haben wir daher nur die aufgenommen, in denen 
die Parallelentheorie ausführlicher behandelt wird. Dasselbe gilt von 
den ebenso zahlreichen Lehrbüchern der elementaren Geometrie. 
Wir verkennen nicht dafs die Entscheidung über die Aufnahiue oft 
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290 Einleitung zu dem Litteraturvevaeichnis, 

reclit schwer -war, und dafs subjektives Ermesaen da.bei ins Spiel ge- 
kommen sein mag. Übrigens hat Biceardi 1887 — 1890 in den Memorie 
di Bologna eine sehr aorgfältigeund vollständige Aufzählung derEuklid- 
iViisgaben und Euklid-Kommentare gegeben, und eine grofse An- 
zahl von Lehrbüchern ist von Schotten besprochen worden. 

Ebenso haben wir darauf verziehtet, Besprechungen von Wer- 
ken über Parallelentheorie, die sich in kritischen Zeitschriften 
— wie den GÖttingiachen gelehrten Anzeigen, der Jenaer 
Literaturzeitung, den Heidelberger .Jahrbüchern — finden, in 
unser Verzeichnis aufzunehmen; nur in einigen wichtigen Fällen sind 
wir von diesem Grundsatze abgewichen. Endlich ist zu bemerken, 
dafs neue Auflagen nur dann besonders angeführt worden sind, 
wenn sie von den ülteren erheblich abweichen. 

Hinter dem chronologisch geordneten Verzeichnisse der Schriften 
über die Parallelentheorie findet man die Autoren, so weit das 
möglich war mit Angabe ihrer Lebenszeit, in alphabetischer Folge 



Das Jahr 1837, mit dem wir unser Verzeichnis abbrechen, ist für 
die Geschichte der nichteuklidi sehen Geometrie von besonderer Bedeu- 
tung: 1837 erschien im siebzehnten Bande von Grelles Journal für 
die reine und angewandte Mathematik Lobatschefskijs Geometrie 
iniaginaire, und damit erfuhr zum eraten Male die ganze mathema- 
tische Welt etwas von dem Vorhandensein einer nichteuklidischen 
Geometrie. Die in den Jahren von 1837 bis zum Tode von Gaufs 
erschienenen Arbeiten über Parallelentheorie sind zum gröfsten Teil 
so unbedeutend, dafs wir nicht für nötig gehalten haben, sie voll- 
ständig aufzuführen; die wirklich wichtigen unter ihnen haben wir 
ja bereits in der Einleitung zu dem Abschnitte über Schweikart 
und Taurinus erwähnt. 

Zum Schlüsse richten wir an die Leser unsers Buches die Bitte, 
Lücken oder Ungenauigkeiten, die sie inr unserm Verzeichnis be- 
merken, der Verlag sbuchhajidlung mitteilen zu wollen; jede, auch die 
kleinste Verbesserung werden wir mit Dank entgegennehmen. 
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Bibliographiache Quellen 

in cliroiiolo^iüclier Folge. 






Fulgäad^n bezeiüh et wird 

ElOgel, G. S., Oonatmim praecipi 0} um Üieoiiam parallelanim demimstiandi recensto 

Dissertation. Güttingen 176J 4 
Hurbardt, F.W. 6. LittoaUi lu mathemaUscIeen "ß tueftbchajten Band 

Leipzig I7«7, Band - 179S 8" 
Toit, P. Chr., Percmsto coiiafmun deamn^bandt paraUelu) am theuiiam de tiique 

jadicmm. DisBertation Gottingen ihOa 8" 
Hof^ann, J. J. J., Cittik dei Paralleleniheone Erster Ted Jena 1807 

Schwellcnrt, F. C, Die Uiemie dei I'aialhlhnien nebst dem Vaibüilage ihre^ Vei 
battnwiy aus der Geomehte Leipzig und Jena 1807 &° fe 3 — 6 ^''"' 

MiUler, J. W., Au^erlewnt. Matlmnattsche Bibh-ofl^'k Nürnberg 1820 8* 
S. 229—234. "»«"■ 

MUller, J. W., Eepertoiium dn matliematiadKn Ltf>^jaUit Augsbuig und Leipzig 
3 Teile. [1822 bis lö25] 8 ä'««^'" '''■pfior 

Wahl, F. W. L., Dissertalio matlemit ca si/möö(ua ai (pfcusm theonaTum patalMas 
spectanlium cmiUneni, Particula I Insunt IV theoriae earnmqiie lensura 
Jena 1823. 4° Ta" 

Erseb, Job. Sa., Liteiafui lei Mafhefiuitil Nakmti-'Sen'iihaff itn-J Geiieihelande 
mit Inbegriff der Ki-ieg<iKwn,f Nene fortgesetzte Aufgabe von F W Scbweigvr 
Band 3 der zweiten Abteilung TOn. Erscb, Eandbucb der deut'ichen Lite 
ratur. Zweite Ausgabe. Leipzig 1828. 8". Spalte 49—51 />ärf. 

"Ro^, 3., Sandbuch der mathematiseken Literatw, Ei &te Abteilung Tübingen 1830.8°. 

Hill, C. J., Conatuum fheoriam Imearum parallelai'um sfabiUendi praedpuorum 
brevis recensio. Pars 1, Lnnd 1835. 4°. 'im- 



1 der Allgemeinen Encyclopädie der Wissen- 
leb und Gruber. Dritte Section. Bd. 11. 



Sohnke, L. A., Artikel Parallel i 

fichaften und Künste Ton Er 

Leipzig 1838 4°. S. 368—334. Sohnkr. 

Solinke, L A , Bibliotheca matfiematiea. Verseiehniss der Bücher über die ge- 

iammteit Zueii/e dei' Mathematik^ welche in Deutseldaitd v,nd dem Aiisla/nde 

ivin JahiP 1530 bis Mute des JaJires 1854 erschienen mtd. Leipzig 1864. ö". 

Söhnte, Ä/WioWeca. 

Hoiniiann, J T J , Bas eilfte Axiom der Elemente des Euclides, neu bewiesen, 
mit tilduternden undenveitemden ßemerkungea versehen. Halle a. S. 1859. 8". 
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Poggeniiorff, J. C, Biographisck-Uterarii'ches Hafulwörterbach. 3 Bände. Leipzig 

1863. 4°. Fosgendarf. 



Biccarili, P., Sagffio äi %na hiblioyrafia eudidea. Memorie della R, Äccademia 
di Bologna, serie i, t. VIII, 1887, S. 401 — 623; t. IS, 1888, S. 321—343; 
serie 6, t. I, 1890, 8. 27—64. Äf™rfi, S^giö. 

Btccardi^ P., Eknco cronologico di ima serie di wonografie atUnenU al qmtito 
postulato di Eucliäe, alJa teoria delU parallele ed ai prindji) deUa geometria 
euclidea. Memorie della E. Accademia di Bologna, serie 5, 1. 1. 1890, 8. 65 — 84. 

Schotten, H., Infialt und Methode des planimefrischtn Unterriekfs. SBände. Leipzig 
1890 und 189a. 8". äSpiiw. 
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1482. 
*Eiil(lid, Predarissimus liber elemeiitorum Euclidis etc. 
(Erhard Katdolt). fol. {JErster Dnicfc-.) 



* Proklos, ExsKXstdov Stoiieicov ß(ßL is' ^x räv @E&voq 

Eis Toü avTov t6 JtpräTov i|ijp;ft(fr(oi' IlfföxXov ßißL d' . Basel 
(Job. Herwag), fol. (Editio princcps.) 

1557. 

""'Pelctier, Jacques, lii Euclidis Eleraeiita Geomctricii Demoiistra- 
tioiiimi libri sex. Levdeii. fol. "'iMt jri-?, sc/nreu-ai-i. 

1560. 
*Ba.rozzi, Francesco, Prodi Diadochi Lycii philosophi platonici et 
mathematici probatissimi in primum Euclidis Elementorum librum 
commentarioriim ad nniversam mathematicam disciplinam prin- 
cipinm ernditionis tradentium libri IUI summa opera a Francisco 
Barocio Patrifcio Veneto expnrgati Scboliis et Figiiris aucti primum 
iam i'omanae lingnae venustate donati et nunc receus editi, 
Padua. fol. F„gr-<'-^-"-S h t'>i '"" '''H''- 

1569. 

*BaimiS, Petrus, Scholarum matliematicarum libri XXXI. Lib. N. 
S. 41. Lib. VII. S. 165. Basel. 4". sM.te 

um 15?0. 

Belli, Silvio, Gli Elementi Geometrici. 

In seinem Trattato della proportione et proportioniüüä cmnmtmi passioni del 
quai'to libri ta-e, Venedig 1573 sagt Belli (Blatt 5), dafs m- am Ende seiner 
Elementi Geometrici einen Beiceis der fünften Fordertmg gegeben habe. 
Diese Elemente werden jedoch weder bei Poggendorff noch bei Sicoardi 
angeführt, noch sind sie auf den uns zugänglichen Bibliotheken vorlianden. 

1574. 
fClavius, Christoph, Euclidis elementorum libri XV. Accessit XVI. 
de solidorum regularium comparatioiie. Omnes perspicuia demon- 
strationibus, accnratisque sclioliis illustrati. Rom. 8". (*Opera, 
t. I. Mainz 1591.) ii;™r*, Sa^j,iu, (./.y, ,?. m«. 
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1587. 

*P«trieiOj Francesco, Della nuova geometi'ia libri XV. Ferrara. 4". 

1594. 

*Kasir-Ed(lin, Euclidis elementornm libri Xlll studio Nassiredini 

Tusini primum araliice impressi. Rom. fol. a^^i- 

1603. 
*Cataldi, Pietro Antonio, Operetta deilc liuec rette equidistaiiti, 

et noTi equidistanti. Bologna. 4", 36 S. au^"!- 

* Dasselbe latelnisdt: 

Opusculum (Je lineis rectis uequidislaiitibns, et non iicquidistiui- 
tibus. Bologna. 4". 3G S. ä'^V-;- 

H>Ü4. 

Cataldi, Pietro Antonio, Aggiunta all' operetta ddle linoe rette 
equidistanti, et non equidistanti. Bologna. 4". 

nicovil, BibUoteca 1, 3U3. 

f Kepler, Johann, Ad Vitellionem paralipomena, quibus astronomiae 
pars optica traditur. Frankfurt. 4". (* Opera omnia cd. Frisch. 
Vol. II. S. 1S5— 188.) H^s«, s^^p^h, 2, 1. 

Oliver of Bury, Thomas, De reetarum linearum parallelismo et con- 
cursu doctrina geonietriea. waau.O)icra,t.ii.,s.e6o. 

um 1613. 
Valerie, Lnca, Trattato sulla quinta dinianda del primo d'Euclido. 
Von Valerli) in einem Briefe an Galilei vom 31. Aumtst 1613 erwähnl: 
La ileduzione si estende per molte pivponisiotti e passi aiffieäi, maperd coii 
facilitä e chiiwesza dimo^rati. (Le <^te di Galileo Galilei, primn edizüme 
complettt, t. VIII. Firenze 1851. S. ^S3J Hin sohlter Trattato wird 
jedoch weder iei Poggendorff noch hei Micearäi attge führt, iiocli ist er 
auf den, tms zugiingliehen Bibliothelen vorhanden. 

1621. 

*SaTili', Henry, Praeleefcioues tresdecim in priucipium Elemeiitorum 
Euclidis habitae 1620. Oxford. 4". 

1637. 

Gestrill, Martin, In geojuetriam Enclidis demonstratioiium libri hex. 

1639. 
■füesai'gucs, Girard, Bronillon project d'uno atteinte aux evtinciuens 
des rencontres d'im cone avec un plan. (*Oeuvres de Desargues. 
Paris 1864. Bd. 1. S. 104.J ,r. n.u,..r, m.^c.<e i. A.ß. b^. s, s. ,.% mt: 
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über die Pariillülunthoorii:, bis aiim .Tahrü IB:!". J'Jd 

IUI. 

*Giildiii, i'anl, Oi?iitrüljarvca seil de ceiitro gravitatis trium specie- 
rnm quaiititatia coutinuat!. Lib. JV. Wien. fol. n«r.m P:i«. 

1664. 
-fTaciluet, Andi-ea, Element» geometriae lilaiiae et solidae, quibus 
accedunt selecta ex Archimede theoremata. Antwerpen, i". 
(^Amsterdam 1701.) "■"''"■'''' ■^'"o^'"' '■ ^^- ^- ^^*' 

1655. 
f Hobl>es, Thomas, Elementorum philosophiae Sectio prima. London. 
(*The english Works of Thomas Hobbes, edited by Sir William 
Moleswortb, Voi. I. London 1839. 8«. S. 189-100.) 

1656. 

fHoTibes, Thomas, Six lessons to the professors of tlie mathema- 
tics, one of geometry, the othei' of astronomy, in the chairs set 
iip by the noble iuid learned Sir Henry Savile, in the university 
of Oxford. London. (*The engliah Works of Thomas Hobbes, 
edited by Sir William Molesworth, Vol. A^L London 1845. 8^. 
S. 205—206.) 

1658. 

*B«rel!i, Jo, Alphous, Euclidia restitutus sivc prisca geometriae 
elementa brevius et facilius contexta. Pisa. 4". s<io:iitri itsi. 

166;. 

t[Ariianl(l, Antoine], Nouveaux Elements de Geometrie. Paris. 4". 
(*Haag, 1690. 8"). 

1671. 
*6uarilli, Guarino, Enelides adauctiis et methodicua. Turin. foL 
*Pardles, Tgnace Gaston, Elemens de Geometrie. Paris. 12**. 

1680. 
*GiordaiiO, Vitale da Bitonto, Euclide restituto overo gh antiehi 
elementi geouietrici ristaurati, e facilitati. Libri XV, Kom. fol. 

1686. 
GiordailO, Vitale da Bitonto, Euclide restituto overo gli antiehi 
elementi geometrici ristanrati e facilitati, Libri XV. Seconda 
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i eon nnove Additioni. Korn. fol. 
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1693. 
*Nii.sir-Eddin, Nasaraddini Demonstratio. (Von Wallis vorgetVugen 

1(551. Opera i II. Oxford. 1693. fol. S. 669.) s^toi »jj. 

■^Wallis, Jolin, Demonstratio Postulati Quinti. (Vorgetragen 1663. 

Opera t. II. Oxford. 1693. fol. S. 674—678.) »«rf-erf im. 

^Wallis, John, De Postulato quinto; et deiinitione quinta Lib. 6. 

Euclidis; disceptatio geomefcrica. Opera t. II. Oxford. fol. 

S. 665—669. s.^Mri ms. 

1710. 

*WolfF, Christian, Die Anfangsgründe aller mathematischen Wissen- 
schaften. Erster Theil. Halle. 8*>. 

1715. 
fMalezieu, Nieolaus de, Elemens de Geometrie pour Monseigneur 
le T)\K de Bonrgogne. (*2. ed. 1722.) 

Ä/,Tysi. F.>)ginaorg >, 2i. ilarhar.U 1, 248 hat ncx 

■*"\V(»lft', Christian, Elementa Msitheseoa UniTersae. 1. 1. Halle 1715. 4". 



nai. 

VarigiiOil, Pierre, Ele'inens de Mathömatiques. Paris. 4*'. 

Kl,<'jcl. Po-M'MiorffJ, n-,j hal 2/32. 

1733. 

*Sacohei'i, Girolamo, Euclides a.b omni naevo vindicatus; sive 
couatus georaetricns quo stabilinntur prima ipsa geometriae prin- 
cipia. Mailand. 4". auoti. 

1134. 

*MiUiseil, Christian August, Elementa matlioseos. Leipzig. 4". 

173». 

fSeguer, Johann Andreas, Elementa arithmetieae geomethae et 
calculi geometrici. Göttingen. 8". (*HaIle 1756. 8".) 

1741. 

^■(Jlairaut, Äle.\is Claiuio, Elements de Gi'OJutHrio. Paris. 8". xiuja. 



Stromer, Miirten, Euclidis elementa eller grundeliga inledning tili 
geometrieu. Eörsta dclen som inneh5.ller de sex forsta böckema. 

8". JIM. Pomiindorff 2, 1020 hat nm. 
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über die PLinilloknlheoiit;, bis /.um .Talive 18;-i7. 2!)7 

1746. 
■''La Chapclle, de, Institutions de geometrie. 2 vol. Paris. 8**. 

l'cgijendurg 1, 1S3S. Voil eraiühal die iaierlt] ^Au,-jtilie cm Jif.j. 

174V. 

*Segner, Johann Andreas, Deutliclie und vollständige Vorlesungen 
über die Rechenkunst und Geometrie. Lemgo. 4**. «'mi- 

f Simpson, Thomas, The elements of Oeometry, London. 8". 
(»London 1821.) 

1150. 

Camus, Charles Etienne Louis, Cours ile niathematiques. U. partie: 
Elemens de Geometria Paris. Kiiif,^. pngijc'i^oyff i. ses 1,1,1 mr,, 

1751. 

Hanlie, F. G., Principia tbeoiiae de infiuito mathematico et demon- 
strationem possibilitatis parallelamm publice eruditormn examini 
aubjiciunt Fredericus Gottlob Hanke et Benjamin Gottlob 
Bindei". Breslau. 4". 19 S. «"^='- 

1752. 
fBoscOTicIi, ßuggiero Giuseppe, Elementorum universae niatho- 
seos ad usum studiosae juventutis Tomus L Rom. 8. (Die König- 
liche Bibliothek zu Berlin besitzt Ausgaben von *1754 und *1759.) 

likianU, BiHiolera l.l'T. 

*Ki'aft, G. "VV., De numero pari, rectis parallelis et priucipio aetionis 
minimae. Tübingen. p-ig-jm-jorf 1, uos ha'. i"j3. 

1753. 
*lfraft, Geor^ Wolfgaug, Institutiones geometriae sublimioris. 

Tübingen. 4". 
Sauvcur, Joseph, Geometrie eliimentairc et pratique du feu M. Sau- 

veur M. le Blond. Paris. 4*>. 



1756. 
f ESimsuiL, Robert, TIk; Elements of EucHd, viz. The ürst six- books, 
togetlier with the eleveiifch and twelfth. In this Edition JÜrrors 
by which Theoii, or others, liave long ago vitiated tliese books 
are correeted and some of Euclid's Demoustrations are i-estorod. 
Glasgow. 4^ (*2. edition, Glasgow 1762. S".) vm. 
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1758. 
''^ Kaestn(>r , Äbraiiam Gotthelf, Anfangsgründe der Arithmetik, 

Geometrie, Trigonometrie und Perspective. Göttingeu. 8". nuhei- 
Karsten^ Weneeslaus Johann Gustav, Praelectiones matheseos 

theoreticae clementaris. Rostock und Wismar. 8". äüssj. 

Koenig, C. G., Elemens de Geometrie, contenant les six premiers 

livrea d'Endide mia dans un nouvel ordre et ä la portee de la 

jeuneSSe. Haag. Sl-isel. RlQsardh Sagglo. 

*Moiitiicla, Jean Jlltienne, Histoire des Mathematiques. t.I. Paris. 4**. 

1759. 

*|Aleiiibeft, Jcati le lioud d'], Uelai^es de Litteratiire, tVHistoire 
et de Phih)sophie. Nouvelle edition. t. V. Amsterdam. 8**. 

1760. 

*Karstcii, Weneeslaus Johann Gustav, Mathesis theoretica e!e- 

mentaris et sublimior. Rostock imd Greifswald, 8". ninijei. 

1761. 
Hageil; Johann Jacob von, Dissertatio matliematica sistens liueariira 
parallelarum proprietates nova ratione demonstratas, quam publicae 
eruditorum disquisitioni subjidunt Fredericus Daniel Behn et 
respondens Johann Jacob de Hagen. Jena, 4°. 28 S. a-'u^«;. 

176S. 
*Kliigpl, Georg Simon, Conatuum pvaecipuorum theoriam paralle- 
larum demonstrandi reeensio, fjuam publico examini Submittent 
Abrah. Gotthelf Kaestner et auctor respondens Georgius 
Simon Klügel, Göttingen. 4"! 30 S. 1 Tli. j-«^,b^ ms. 

1770. 

*Uezoiit, Etienne, Cours de matheraa.tiques ü l'usage du corps royal 
d'artillerie. 4 Vol. Paria 1770—1772. S". s^h.Kc. 

*Scherffer, Karl, Institutionum geometricorum pars prior sive geo- 
metria elementaris. Wien. 4". ''«'sC ^'^■5- 

1771. 

Boebm, Andreas, De reetis parallelis dissertatiimcula. Acta philo- 
sophico-medica societ. acad. scient. Hassiaeae. .Jahrgang 1771. 
S. 1. Frankfurt und Leipzig. mniardi 2, 7:1. 
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1772. 
*Liiino, Fruncesco, Lozioiii di matumatica cleiiioiitiife, MailaiKl. 8". 

17:5. 
*B0SS«t, Charles, Traite elementairo de Geometrie. Paris. 8". 

Suliake. l'a'juendarj I, 24'J hai 1774. 

*Büschj Johann Ueorg, Eneyelopaedie der historischen, philoso- 
phischen und mathematischen Wissenschaften. Hamburg. 8". 

Pog^endorf 2, 336. ITill hal ims. 

Simsou, Robert, The elemeiits of Euelid etc. To this flfth Edition 
also annexcd Elements of piain and spherical trigonometry. 
Edinburg. 8". ftim..;;, kiw/ij. 

177S. 

*Bertrai»l, Louis, Developpement nouveau de !a partie elementaire 
des mathematiqiies. (renf. 4". t. II. S. 19. 

Hiniiesiiiirs '7S0. Poggiaivrf 2, 171 hal 1774. 

*Karsteu, Wenceslans Johann Gustav, Versuch einer völlig be- 
richtigten Theorie der Parallelen. Halle a. S. 4*. 20 S. vou. 

Kosaer, Frann Xaver von, Abhandhnig über die Lehre von den 
Parallellinien. AVien. S«. 27 S. 1 Ttl. .v„.i<a,<u 2, :v. 

1780, 

Häuser, Matthias, Theorie der Parallelen. Abhandlungen der An- 
fangsgründe der Mathematik zum Gebrauche der k. k. lugenieur- 
Äcademie. Wien. 2. Teil. S. 34. sm. 

Schnitz, Johann, Vorläufige Anzeige des entdeckten Beweises für 
die Theorie der Parallellinien. Königsberg. 8". i'w^«.;ea? % si:<i- 

1781. 
Austill, "William, An examination of the tirst six books of Euclid's 

elements. London. nurhardi -i, u. 

Felkel, Anton, Neu eröffnetes Geheimniss der Parallel linien. Wien. 

8". G Bogen. 1 Tfl. J/„rian«2,W. 

*Hiildeiihurg, Karl Friedrich, lieber die Schwierigkeiten bei der 
Lehre von den Parallellinien. Magazin für Naturkunde, Matlie- 
matik uud Oekonoraie. Leipzig, 8". Jalirgang 1781. S. 14.5— I6S, 
342—371. ■*'"'*'■• 

1783. 

[Fagllini, Joseph Maria], 'Pheoria, rectarum parailelarum ab omni 
scrupulo vindicata. Aiictore J. M. P. C. P. Parma. 8". RHxardi. 
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1784. 

Schultz, Joliaiiu, Entdeckte Theorie der Puralleleii, nebst einer 
Untersuchung über den Ursprung ihrer bisherigen Schwierigkeit. 
Königsberg. 8". 144 S. 2 Tfl. ii^n^nu. 2. >,o. 

Veiituri, G-iambattista, Memoria intorno alle linee parallele. (In 
seinem Lehrbuche: Proposizione di geometria piana.) Modena. 4". 

1786. 

*Bendavid, Lazarus, Über die Paralleliinien. Schreiben an Herrn 
Hofrath Karsten. Berlin. 8". 16 S. 1 Tfl. 3!«,!,.rd, 2, so. 

*Eiclller, Caspar, De theoria parallelarum Schulziana. Dissertation 
Leipzig. 4». 25 8. 4 Fig. Kr^,. im. 

Oonsichen, .1. F., Bestätigung der Schulze' sehen Theorie der Parallelen 
und Widerlegung der Bendavid'selien Abhandlung über die Parallelen. 
Königsberg. 8°. -f™*. Rogg s. 330. 

*Hiiideulnirg, Karl Friedrieh, Noch etwas über die Parallellinien. 
— System der Paralleliinien. ilagazin für reine und angewandte 
Mathematik, herausgegeben von Bemoulli iind Hindeuburg. Leipzig. 
>i°. Jahrgang 1786. 3. Stück. S. 359—404. von. 

Hofinaim, Berichtigung der ersten Gründe der Geometi-ie nebst dem 
Beweise, dass ein einzelnes Körpert heilchen einen Raum einnimmt. 
Mainz. Simimbarg hsd, s. suis. 

*Hnrsteilj Weneeslans -Johann Gustav, Über die Parallellinien. 
Mathematische Äbhaiidlungen, zweite Abhandlung. Halle a, S. 4". 

iliirhwm s, si. 

^Lambert, Johann Heinrich, Theorie der Parallellinien (aufgesetzt 
Sept. 1766). Magazin für die reine und angewandte Mathematik, 
herausgegeben von BernouUi und Hindeuburg. Leipzig. 8". Jahr- 
gang 1786. 2. Stück, S. 137-164, 3. Stück, 3. 325—358. vou. 

Schultz, Johann, Darstellung der vollkommenen Evidenz und Schärfe 
seiner Theorie der Parallelen. Königsberg. 8*. 60 S. H'-^"'. sohnkc. 

1787. 

*Fraiiceschiiii, Francesco Maria, Teoria delle jtarallele rigorosa- 
niente dimonstrata. Opuscoli matematici. Bassano. 8". rmi. 

1788, 

Sehiihl(*r, Christian iuidwig, Versuch der EiiLvichtiuig unseres Ej'- 

keniitnias Vermögens durcli die Algebra nachzuspüren. Leipzig. "■,<?((. 

1789. 

*Aleml»ert, Jean le Rond d', Artikel: Parallele in dem Diction- 
naire encyclopi'diquc des Mathematiques. Paris, 4". t. II. S. 511. 
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über die Paiailelentheorie, bis zum Jahre 18:!7. yOl 

fBODlIjCa^tle, John, Elements of Geometry containing the principal 
propositions in the first six and the eleventh and twelfth book of 
Euclid, with notes critical and explanatory. London. (*5. edition. 
London 1811. S«) ro<,s. s. m 

Llndciulst, Johann Hendrik, Dissertatio aistens theoriam linearum 
parallelarum. Aboe. 16 S. ITA. mi. ju^rhardi s, so wur Ro^nöaci-. 

Toigt, Johann Heinrich, Dissertatio mathematica exhibens tentamen 
ex notione distincta et completa lineae rectae axiomatis XI Euclidis 
veritatem d e mon Strand i. Jena. 4". 34 S. 1 Tfl, j?!./™««, cnnk 

1790. 

Cagnazzi, Lucca, Memoria svlle eurve parallele. Neapel. so'.™*?. 

*Kae8tner, Abraham Gotthelf, Was heisst in Euclids Gfeometrie 
möglich? PhUosophiscbes Magazin herausgegeben von J. A. Eber- 
hardt. Halle a. S. Muri.aya, 2, tx 

*Schött€riiigk, M. W. von, Demou.stratio theorematis parallelarum. 
Hamburg. 8°. 30 S. M«rt,„rrf! 2, s/. 

*Swindcn, Jan Hendrik van, Grondbeginsels derMeetkunde. Amster- 
dam. 8". 

1791, 

*Lorenz, Johann Friedrich, Gruadriss der reinen und angewandten 
Mathematik. Helmstedt. 8". 2 Teile. ir.tL 

Voigt, Johann Heinrich, Die Grundlehren der reinen Mathematik. 

Jena. 8". 2 Tfln. ,iv,w. 

1792. 

*Oastinüli (Castiglione), Giovan, Sur les paralleles d'Euclide. 
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Ä. M. Legendre. Paris. S". 64 8. 1 Tfl. 
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*Siinsoii, Robert, Die sechs ersten Bücher nebst dem elften und 
zwölften des Euclid mit Verbesserung der Fehler, wodurch Theon 
und andere sie entstellt haben, nebst den Anfangsgründen der 
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trie d'Euclide de Peyrard, publiee eu 1804, et la geometrie de 
Legendre, suivi d'an essai aur la vraie theorte des paralleles. Paria 
et Bordeaux. 8**. 76 S. 1 Tfl. m^. s- 3fs. 

*Thil)ant, Bernhard Eriedrich, Gruudriss der reinen Mathematik. 
2. Aufl. Göttingen. 8«. (*3. Aufl. 1818. Die *erste Auflage 1801 
enthält den Beweiaversuch noch nicht.) "«!•'■ 

1810. 

Gelder», Jacob van, Beginselen der Meetkunst. Amsterdam. 8". 

Snzaniie, P. H., De !a maniere d'etudier les mathematiques. Paris, 

Iliccaidi. 

1811. 

*Bi'iinacci, Vineenzo, Elemenfci di algebra e geometria. Edizione 
riveduta ed illustrata eoii uuove corrczioue ed aggiunte fra le 
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■^■Ohm, Martin, Kritische Beleuchtungen der Mathemiitik überhaupt 
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führung anderer neuerfundener geometrischer Gegenstände. Heidel- 
berg. 8". XII u. 208 S. 2 Tfl. s.knu. 
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*Bürger, J. A. P., Neu aufgefundener Beweis von dem seit 21 hundert 
Jahren unberichtigt gewesenen eilften Euklidischen Gi-undsatze in 
der Geometrie in Betreff der Parallelentheorie. Heidelberg. 8". 
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*3Ietzillg, S., Beweis des eilften Euklidischen Grundsatzes. Berlin. 
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metiie). Gelehrte Schriften der üiuTersität Kasan. 1835. (*Go- 
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Lampredi, Urbano, Tentativo di una nuova teorica elementare delle 

linee perpendiculare, obhlique e parallele. Seeonda edizione. Neapel. 
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Nacliträge und Bericlitigungeii. 



Euiaiä. 

S. 4, Z. 9 V. a. sind hinter: „Er machte selbst eioen Versuch," die Worte einzu- 
Bchalten; „deasen Mangelhaftigkeit schon Saeeheri (Seite 7S — 76 dieses 
Buches) dargethan hat. Noch weiter vonEuklid entfernte sichPtolemaeus". 

S. 5 ist am Ende der Litteratur hinzuzufügen; 

Tannery, F., La geometrie grecque. Comment son histoire nous est jiarvenue 
et ce que nous en savons. Paris 1887. 

Wallis. 

S. 17, Z. 6 T. u. rausi es herTsen Kaestner statt kastner 

S. 18, Z. 14 Y. 0. ist die Anmerkung hin/uzufögen 

„Dafs Eamus aif die Bedeutuig le Eukli Ikon menta \ n Pr 1.1 
aufmerkeam macht wihrend er Untersi chun^en ibei lie Giandlaf,en lei 
Geometrie Terwirft konnte als ein ^\ideigiruch erscheinen In l^ahiheit 
ist beides die Folge seines Bestrebens die Feiseln der tilerlieferung zu 
brechen. Eamus konnte für eemen Grandsatz NuUa avitorifm latwiis sei 
ratio aucfoi-jfafie tegina ionnniqtie etse debet (Scholae mathematicae lib III) 
sich sehr gut auf Froklos berufen hatte ioch hiei schon emer det Alten 
Euklid zu tadeln gewagt deasen Autorität zu Bimus Zeiten als unm 
tastbai galt Auf der iidera Seite sehiei il ei I ei dei unmittelb iien 
Gewiftheit, dio der anachaubchen geometi eben Erkenntnis zukommt de 
ratio, dei gesunde Menschern erstand zu \eilangen d^l min se iie 7e t ni^ht 
an so selbstverstan lliche Din^e verschwen le 

8. 18, Z. 17 T u ist einzuschalten 

„Neuerdings hat Hagen (S/nj)9!s lei holee Mail at I Bl II Belli i 
1894, S 7) daiauf hingewiesen dafs diese Erklirung dei Paiillelen beieits 
1604 von Kepler benutzt Morien ist (Upera omnia ed Frisch ^ ol II 
S. 185 — 188), freilich wie wir hinzi fugen möchten nur gelegentlich wählen 1 
es sich bei üesargues im eme grundlegende Auffaioimg hanlelt Sie find t 
sich auch, wie schon E Baltzer m seinen Elementen (1 Aufl Bd 2 ^ ! ) 
bemerkt hat, lei Newton unl 7war an Sohlusse dpa Scholiuni ui i 
Lemma XVIII in der bectio V des eisten Bui,hpa l i j; 7 j7 t t1 

prmcipia mathemat ca (London 1687) 

S. 19. Bei der Litteratur ist einEuacbalten : 

Barrow, J., Lectiones habitiiu in scholis puliHcis Aca.demiiip (Jantabiigimislf 
Anno lli()4. London 11183. S, (i7. 
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Carnot, Göomötrie de position. Paris An XI (1803). Art. 435. 

Günther, S., GescWclite des mathematischen Unterriohtefi im deutschen 

Mittelalter hia zum Jahre 1525. Berlin 1887. 
Waddington, Pierre de la RamiSc. Paris 1850. 

Saccheri 
S. 35, Z. 14 T. 0. Das Komma mufs nach „procul" steheu, nicht nach , Tempore". 

S. 37, '/.. 14 V. u. ist die Anmerkung hinauzufügeQ : 

„Dafa Saccheri TOn der unbedingten Richtigkeit der euklidisihea Geo 
metrie üheraeugt war, Eoigt besondera der Appendix aeines Werkes (S li9 
bis 142), wo er zu beweisen versucht, dafs das Verhältnis von Figuren m dei 
Ebene, also — fügen wir hinzu — auch der Inhalt einer solchen Figur, aich 
nur dann ermitteln laase, wenn vorher das Parallelenasiom begründet sei.' 

Wir führen noch einige Stellen aus dem Äppendii an: 
(139) „Hier möge noch die Bemerkung Platz finden, dafs man durch die Ana- 
lysis nicht ermitteln kann, in welchem Verhältnisse eine beliebig 
gegebene Figur, selbst wenn sie geradlinig ist, zu irgend einer 
andern gegebenen geradlinigen Figur steht, so lange man nicht 
voraussetzt, dafs jenes Euklidische Äiiom, von dem die Lehre 
von den Parallelen abhangt, schon begründet wurden ist 

„Beweis Ich schicke voraus, dala die Analysis und die gewohnlii'he 
Aiithmetik alle Regeln dei Addibon, Subtraktion, [Multipbkation,] Division 
nnd WurzelauBziehung gemeinsam haben, sobdld man nämlich die niedrigste 
Art des Seienden begründet hat und iich dann gana auf diese Art beschränkt 
Will man jedoch von einer Art zu einer andern übergehen, zum Beispiel (durch 
Multiplikation, das heifst durch Verknüptung*) irgend einer geraden Linie 
mit emer andern geraden Linie) von der blofaen Länge zu der ebenen Fläche, 
darauf in ihnlicber Weise von diesei (indem man sie wiederum mit emei 
140 geraden Linie multipbciert) zu tmem Koipenaume von drei Abmessungen und, 
indem man so aufsteigt, durch neue Multiplikationen zu den denkbaren 
höheren Stufen von noch mehr Abmessungen**), wobei Entsprechendes für 
die Division gilt, vermittelst deren man zu den niedrigeren Stuten herab 
steigt — dann bin ich fest überzeugt, dals die Analysis keinen Grundsatz liefern 
kann, auf den sich die Rechnungen stutzen lassen, die sie vorschreibt, damit 
man das richtige Ergebnis erhalt " 

Saccheri denkt sich 7uerat m den Endpunkten emer Grundlmie von der 
Lange 1, darauf m den Endpunkten einei Grundlmie von dei Länge 2 
jedesmal Lote von der Lange 1 errichtet und die Endpunkte durch Gerade 
verbunden, und bemerkt man ki nne nur dann zeigen, dals sich diese Figuien 
wie ihre Grundlmien verhalten, wenn jene Veibmdungsgeiaden mit dem Oite 
der Punkte gleicher Entfernung von den Grundlinien zusammenfallen Wir 
teilen hier nur noch den ^chluls seiner Auseinandersetzungen mit 

„Darum halte ich achUefslich daiür, dals man immer die Geometrie 7u 
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Hilfe nehmen mufs, die ja, sobald jenes Euklidische Axiom Ijcgrütidet ist, 
t solcher [Verbindungs-]Linien fesUtellt." 



S. 38, 'L. 11—14 V. o. niufs lauten: 

und der Grenzgeraden, das hcifat der Geraden, die Ewischen dea schnei- 
denden und den nicht achneidenden die Grenne hilden, in aller Strenge nach- 
gewiesen. Kr hat auch schon den Ort der Punkte betrachtet, die yon einer 
Geraden gleichweit entfernt sind." Die Worte : „und ist . . . gelangt" sind 
zu tilgen. 

S. 40. Bei der Litteratur ist einzu schalten: 

Cordara Giulio Cesare Vita del padre Tomaso Ceva in den: Vite degli 

A C. dl U t t V Eom 1 1 S 143—143. 
H ] t 1 Ge Bru D tJb tz g des Euclidee ab omni naevo Tin- 

lit t h dmlh n% 1896 des American Mathematical 

M thly S 10 4 —43 6 — b 1 101, 144— 14G bis Lehrsatz XVIU (im 
ürt t bia S b) f tg h tt 
S. 63 Z 1 f hlt h t in d d eckige Klammer. 

S. 10'} Z 1 f hlt hmt S 9& 1 P nkt. 

S. H Z 1 W t N hf h g n, hei denen wir uns der gütigen 

Utettngd H Hftl- t mann in Leipzig ku erfreuen hatten, 
hb llgd b IdmWke: Micraelius, J., Lexicon Philo- 

rk m J Ib H h f t S 608 

Ij t t mm hlt m 1 denotatur acceptio Tocis materiaüs: 

tlyM tm lllmN d mua li Mus est monosjllabum." 

DFttl d B Imgt damit freilich noch nicht erklärt. 

S. 147, Z. 13 V. u. statt „sieben" lies „acht". 

S. 148, Z. U T. 0. ist hinzUKuffigen; 

„und aucli C. F. Camerer, den wir dort ebenfalls erwillmten, hat dieselbe 
Bemerkung gemacht." 

S, 148, Z. 16 T. o. ist hinausiufügen : 

„Jedoch hat F. A. Taurinus in seinen Geometriae prima elementa 
(Köln 1826), ohne Lamberts Theorie der ParallelUnien zu kenneu, bemerkens- 
werte Untersuch ngen ingestellt n lenen La,n 1 t \ utunt, b t H 
der imagmären Eugel h e Bestlt g ng finlet 

S. 151. Bei der Litteratu st e nzusch Iten 

Camerer, C. F Eu I d elementa, ^rae e et lat n coma cnta s sti t 
ed. Camerer ,t Ha le Bd Be Im 18 4 S 4 4 

S. 189, 189 Anm. De Bewe 1 1 da mme stun \ fer we len der W nk 1 1 1 t 
sich im Lamhe tschen St le folgende mafsen f kien 

In Fig. XrX (=! 89) se en m i £ D u 1 7 e hte W nkel zu bewe se 
ist, dais JPD > JA£ Man mache BC =^ FL m\ z ehe dur 1 G die 
Senkrechte GL &iti st /i = 7i\ B und / r = "VB (§ ) Halb rt 
man Gl) in A, htet ^ "VI e k echt a f nd 1 "t 1 e F g längs AM z 
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aammen, so fällt i in p Aber 1', da GL = £A'> I)P ist (§. 67), demnach 
wird MPD > MpD und also auch JPD > JNB. 
Auf eine ähnliclie Art wird in §. (iö verfahren. 

e«»/s. 

S. SU, Z 15 Y o ist die Anmerkung hinzuzufügen: 

Nach einer Angabe Beltramie erzählt Terquem (Manuel de Geometrie, 

Paris 1838), dafs ihm Legendre diesen Satz, bereits im Jalire 1808 brieftich 

mitgetPiU habe 
S. 217, Z 1 V u statt „letzten" lies: „nächsten". 
S. 322, Z. 8 T. u. statt „anderen" lies: „andern". 
S. 231, Z. 3 T. u. statt „Arnaud" lies „Amauld". 
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